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Introducciéon

En un sistema mecéanico el espacio de fases de momentos se puede iden-
tificar con el fibrado cotangente T*Q) de la variedad de configuracion @) y el
hamiltoniano con una funcién sobre T*(). La estructura clave sobre T*() que
nos permite hacer una descripcién intrinseca de las ecuaciones de Hamilton es
la 2-forma simpléctica canodnica de T*(). Esta estructura nos permite definir
un corchete de funciones, el corchete de Poisson, que nos da informacién sobre
la evolucion de un observable a lo largo de las trayectorias. En presencia de
un grupo de simetrias el sistema puede ser reducido a un nuevo sistema ha-
miltoniano que posee un corchete de funciones que describe de las ecuaciones
de Hamilton pero que no procede de una estructura simpléctica y, de hecho,
generalmente no estd definido sobre el fibrado cotangente de una variedad.

En [Poi] Poisson definié por primera vez los corchetes de funciones que hoy
llevan su nombre como una herramienta para la descripcion de la dinamica
del sistema. Posteriormente Jacobi [Ja] y Lie [Lie] hacen un exhaustivo estu-
dio algebraico y geométrico, respectivamente. Desde entonces, la geometria de
Poisson ha sido un campo activo de la investigacion con conexiones con apli-
caciones tan diversas como por ejemplo la mecanica de particulas (ver [Arn],
[Lic] 6 [MarWei]), teorfa de singularidades (véase por ejemplo [Var] ) o siste-
mas completamente integrables (véase [GelDik] 6 [Kos]).

Destacamos aqui los trabajos de Lichnerowiz (véase [Lic]) en donde se hace
un estudio geométrico, sistematico de las variedades de Poisson, esto es, va-
riedades que admiten un corchete de funciones antisimétrico que satisface la
identidad de Jacobi y que es una derivacién en cada argumento.

En este trabajo pretendemos hacer una introduccion a este tipo de varie-
dades profundizando en sus propiedades geométricas. El trabajo esta estruc-
turado de la siguiente manera. En el capitulo 1 se desarrolla un ejemplo fisico
en el que aparece el concepto de corchete de Poissonal reducir el sistema. Se
trata del caso del comportamiento de los rayos opticos. Este sistema esta de-
terminado por el principio de Fermat el cual puede disenar una formulacion
hamiltoniana de los sistemas 6pticos de rayos.

En el capitulo 2 introducimos la nocién de variedad de Poisson, carac-
terizandolas a partir del corchete de Poisson, la estructura de Poisson y los
campos hamiltonianos. Veremos tres ejemplos de variedades de Poisson: las
variedades simplécticas, las variedades cosimplécticas y el dual de un algebra



de Lie. Ademas, introducimos el dlgebra de Lie de las 1-formas en una variedad
de Poisson, lo que nos permite caracterizar la estructura de Poisson en térmi-
nos de morfismos de algebras de Lie. Finalizamos el capitulo con el Teorema
Splitting de Weinstein que nos describe la estructura de Poisson (localmen-
te) como el producto cartesiano de una variedad simpléctica de dimensién 2k
(siendo K el rango de la estructura de Poisson) y una variedad de Poisson de
rango 0. También analizaremos como se aplica este resultado al caso de las
estructuras simpléctica, cosimpléctica y de Lie-Poisson.

Finalmente en el capitulo 3, introduciremos la nocién de morfismo de Pois-
son y probaremos sus distintas caracterizaciones. Presentamos algunos ejem-
plos de morfismos de Poisson, como los isomorfismos simplécticos, cosimplécti-
cos y los homomorfismos de algebras de Lie. La nocién de morfismo de Poisson
estd asociado a un tipo de campos que se denominan campos de Poisson. En la
segunda parte del capitulo, se comprobara que cualquier variedad de Poisson
posee una distribucién generalizada completamente integrable, la foliacion ca-
racteristica, siendo cada una de sus hojas una variedad simpléctica. El captulo
termina descubriendo la foliacion caracteristica en cada uno de los tres casos:
variedades simplécticas, cosimplécticas y Lie-Poisson.

El trabajo tiene un apéndice en el que se hace un breve resumen de los
resultados anteriores al Teorema de Frobenius para distribuciones y distribu-
ciones generalizadas.

El trabajo se finaliza con una breve recopilacién bibliografica sobre la
tematica.



Capitulo 1

Un ejemplo motivante

1.1. El principio de Fermat

Es bien conocido que la Geometria simpléctica es la herramienta funda-
mental que permite modelar geométricamente la formulacion de la Mecanica
hamiltoniana y lagrangiana. Sin embargo, cuando realizamos algunos procesos
de reduccion del sistema, no se puede inducir una estructura sobre el espacio
reducido y sélo se preserva en la reduccién una estructura mas general que
se denomina de Poisson. Este primer capitulo esta dedicado a presentar un
ejemplo fisico que motiva la introduccién de las variedades de Poisson.

En 1862 Fermat formulo el siguiente principio, que hoy se conoce como el
principio de Fermat

“El camino descrito por un rayo de luz entre dos puntos se realiza en un
tiempo minimo”

Este principio es valido tanto para la luz que se desplaza entre dos es-
pejos, como para la que que atraviesa dos medios con diferentes indices de
refraccion o la que se transmite en un medio con indice de refraccién que varia
continuamente.

Un ejemplo real de esta tltima situacion es el siguiente caso. Supongamos
que estamos en una carretera en el desierto. Al estar caliente el suelo, la tem-
peratura del aire més cercano al suelo disminuye a medida que aumenta la
altura. Esto causa que los rayos de luz solar no sigan trayectorias rectas de-
bido a una variacién continua de los indices de refraccién. Asi algunos rayos
de luz que deberian incidir en el suelo se curvan formando una trayectoria
convexa llegando a nuestros ojos como si el suelo lo hubiera reflejado, como
un espejismo. En las horas mas calurosas la imagen del cielo parece venir del
asfalto de la carretera y da la sensacion de que el suelo estd mojado.
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1.1. El principio de Fermat
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A continuacién mostraremos que este principio y la geometria que hay en-
torno a él es un antecedente de la Mecanica hamiltoniana y lagrangiana.

Primeramente daremos una descripcion matematica de este principio. Pre-
viamente recordemos algunas nociones fisicas.

r
El tiempo que tarda la luz en recorrer una distancia r es t = — donde v es la

v
velocidad de la luz en ese medio (suponiendo v = cte). El indice de refraccion
es una medida de la reduccion de la velocidad de la luz al propagarse por un
medio homogéneo respecto de la velocidad que tendria si se desplazara en el

; ) . ;e ., . c
vacio. De forma mas precisa, el indice de refraccion es el cociente n = — donde
v

. , nr .. ;- .,
c es la velocidad de la luz en el vacio, entonces t = —. Si el indice de refraccién
c
depende de la posicién entonces

n(r)dr

dt =

Por tanto, buscamos el camino r= (z,y, z) descrito por el rayo al pasar
del punto A al punto B que minimice el siguiente funcional

B
S= [ ney, )P+ @+ @
A

Gran parte de los instrumentos épticos tienen una linea de luz, que se
denomina eje optico, por donde se observa la imagen en un plano perpendicular
al eje. Escojamos el eje z coincidiendo con el eje éptico. Supongamos entonces
que (z,y) dependen de z. Entonces, se tiene que

S= /:B n(z,y, z) <\/(a:)2 + ()2 + 1) dz
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1. Un ejemplo motivante

donde:t:d—xey:@.

dz

A la funcién L(z,y,&,9,2) = n(z,y,2)/1+ (£)>+ (9)? se le llama la-
grangiano optimo. Denotemos por ¢ = (x,y) un punto perteneciente al plano
perpendicular al eje z, y por ¢ = (&, 7). Supongamos para simplificar, que n
sélo depende de (x,y), es decir, el indice de refraccién permanece constante a
lo largo del eje éptico. El tipo de medios en donde esto ocurre se llaman medios
de traslacion invariante que son invariantes por traslaciones a lo largo del eje
optico. Entonces el lagrangiano se puede expresar:

L(q(2),4(2)) = n(q)v1 + |4/ (1.1)

sz/@Lman@wz

zA

Asi el principio de Fermat puede ser interpretado como la busqueda de los
puntos criticos del funcional

S: C*(R,R) —R
a(2) —%8—/3umm«amZ

Los puntos criticos de este funcional se caracterizan por ser las funciones
q € C™(R,R?) tales que

L (S(@)) =0 12)

de |e=0

para toda aplicacién diferenciable ¢:]—gg, g[x R — R2 tal que ¢ (0, 2) = ¢(z),

q (e,24) = q(24) ¥ 4 (¢, 25) = q(zp).



1.2. Formulacion hamiltoniana de sistemas 6pticos de rayos

Desarrollando la ecuacion (1.2) resultan las siguientes relaciones

0 = d /ZB L(q (z,¢), C;](z,e))dz =

d_5|5:0 zA
_ /AB aa_s(Q(z),d(Z))%jg)s:ﬁ%(Q(Z)’Q(Z)) d=

_ / (%(qum(z))—d%g—g<q<z>,q~<z>>)%z,s) "

/:B% %(Q(Z)ad(z))%j@kﬂ -

A

- [T Gt - 25 L

oL dq(z) oL dq(za)

i AUCORED) — g 1Ga)dCza) = 2

por consiguiente concluimos que (1.2) es equivalente a

- [ (8—L<q<z>,q<z>> - iﬁ—%(z),q(z))) 129 g

de  |e=0 le=0

dz g q le=0

y, por tanto, como esta igualdad es cierta para cualquier C_I, podemos deducir
las ecuaciones de Euler-Lagrange

OL d 0L

9 \12)d(2)) = =52(9(2), 4(2)) = 0

Cualquier ¢(z) que satisface estas ecuaciones es un punto critico del fun-
cional §. Sustituyendo (1.1) en estas ecuaciones resulta

1 df nlg \dg_dn
VI+[iPdz \1+[q? ) d=  dg

En definitiva, buscamos (¢(z), ¢(z)) que sea solucién de esta ecuacién.

1.2. Formulacién hamiltoniana de sistemas opti-
cos de rayos

El momento dptico asociado a un rayo (¢(z), z) que incide en la imagen de
una pantalla colocada perpendicularmente al eje z para un cierto valor z se

define como
oL n(q)

p=5-(0,4) = ———=1
0 1 = T

10
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1. Un ejemplo motivante

dq
dz

. Qué representa geométricamente el momento 6ptico?

donde ¢(z) =

Observamos el siguiente dibujo en donde hemos colocado dos pantallas
entre las que pasa un rayo. Sea s el pardmetro arco de r(z(s)) = (g(z(s), 2(s))
Las pantallas son perpendiculares al eje z. Consideremos el vector

n (q(2), 2) = n(q(2)) (%, g)

Notar que
dz 1 B 1
ds ||dr(z)|| /T+ 42
dz
Entonces

dq dz dz): n(a(2)) (;zqﬂ)

ﬁ (q(Z),Z) = n(Q('Z)) (dz %7 % \/TW

Asi que el momento 6ptico representa la proyeccion a lo largo del eje éptico del
rayo sobre la imagen de la segunda pantalla. Por otra parte de (1.3) deducimos

que
1
2 2
=N ]_——

(] S P
)q/
'_._,..-""

Object Image
Plane

N\

Si queremos deducir de p(z) el valor de ¢(z) debemos suponer que n(q(z), z)?

Ip(2)]? > 0. En tal caso

. dq p(2)
i(z) = L = (1.4)
42 Inla(z), 2)? - Ip(=) 2
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1.2. Formulacion hamiltoniana de sistemas 6pticos de rayos

Definimos para todo p tal que |p| < n(q(z), z) la funcién hamiltoniana

dq
H —p—L _ (g -2
(¢,p) =p 7 (g, dZ,Z)

esto es, (ver (1.2),(1.3) y (1.4))

H(q,p) = —\/n(q)” — [p|> = —n(q)cosd (1.5)

con |p| = n(q)send.

Las ecuaciones de Hamilton de este sistema entonces son

._oH _ 1 ,__OH _ 1 dn
1= “HY  PT T 9¢y T TH"4

La variacién de un observable F', esto es, el corchete de Poisson {F, H}
viene dado por

oF 1 1 dnoF
—_——— — _n__
ag HY ~ H'"dq ap
Adicionalmente consideraremos simetrias axiales sobre materiales de tras-

lacién invariante, esto es, materiales sobre los que n(q) solo depende de la
distancia al eje éptico

{F>H}:

n(q) = n(lql)

Pasando a coordenadas polares (7, ¢)

q = (v,y) = r(cose, seng)

Entonces . )
(Z,9) = (rcosep — rosend, send + rocosd) (1.6)
y por tanto
(#, ) = (icose + jsend, gcoj¢ - g‘cse;“b)
Como ) )
oL _ovar ovab_ i d
Pr=%: = ordi " opdi di ' Pdi
9L OLdi +8Ld¢5 _ do
=0y = oidy " agdy  dy T Tdy
Asi que
sen cos
p = (pz,py) = (preosp — Py . ¢,prsen¢ 4 Lo . ¢) (1.7)

P 2
Notar que [pl* = p,> + (£2)" v & = [pPlal* = (pg)? = p x qI*.

12



1. Un ejemplo motivante

Luego ps mide el drea delimitada por p y q sobre la pantalla éptica.

Por otro lado, de (1.1) y (1.6) se tiene que la expresion del lagrangiano con
respecto a las coordenadas (r, ¢, 7, ¢) es

L=n(r)\/1+72— 262

y del hamiltoniano es entonces, (ver (1.5) y (1.7))

H— —\/n(r)Q 2 - (@)2 (1.8)

r

Remarcamos que tanto el lagrangiano como el hamiltoniano no dependen de ¢.

Las ecuaciones de Hamilton son entonces

((dr _ pr
dz H

dpr 1 d 2 (Ps)?
- (- (2)
dz 2H dr r (1.9)
do _ _ P
dz Hr?
dpy
2o _
\ dz
De la cuarta ecuacién deducimos que p, es constante.

El espacio de fases de este sistema mecénico es T*(R — {0}) x S* x R con
coordenadas (7, p,, ¢, py). Si observamos las anteriores ecuaciones de Hamilton,
estas pueden ser resueltas por partes considerando

(dr_ pr
dz H
dp, 1 d 2 (Ps\?
__ - * _(Pe 1.10
dz 2H dr (”(T) <r> (1.10)
dpy
@

y luego desde las soluciones de estas ecuaciones deducir las soluciones de las
ecuaciones (1.9). El espacio donde se configuran las ecuaciones en (1.10) es
T*(R — {0}) x R = (R — {0} x R?) que resulta ser difeomorfo al espacio
reducido (T*(R — {0}) x S x R)/S" respecto de la accién

S'XxT*(R—-{0}) x S' xR +— T*(R-{0})xS'xR
(9’ (T,pr,qﬁ,qu)) A (T,pr,9+¢,p¢)

Ademas, la funcién Hamiltoniana sélo depende de las coordenadas sobre
este espacio (ver (1.8)). Por tanto, uno podria sélo analizar las soluciones de

este sistema reducido T*(R — {0}) x R = (R — {0} x R?).

13



1.2. Formulacion hamiltoniana de sistemas 6pticos de rayos

Este espacio es de dimensién impar y, por consiguiente, no existe sobre
él una estructura simpléctica que nos permita describir las ecuaciones (1.10).
Una pregunta natural es si existe algtin tipo de estructura geométrica intrinse-
ca que nos permita describir estas ecuaciones sobre el espacio reducido. La
nociéon de estructura de Poisson es la respuesta a esta cuestion. Esta memoria
esta dedicada a este tipo de estructuras.

En la Nota 2.3.7 describimos la estructura de Poisson que define las ecua-
ciones (1.10).

14



Capitulo 2

Variedades de Poisson y
Ejemplos

2.1. Variedades casi Poisson

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Un corchete casi Poisson
sobre M es un cochete de funciones

{3 CF(M) x C=(M) — C*(M)
que satisface las siguientes propiedades:
(1) es R-bilineal
(2) antisimetria, esto es, {f, g} = —{g, f}, para cualesquiera f, g, h € C*(M).

(3) la identidad de Leibniz, esto es,

{fg,h} = flg.h} +9{f. h}
para cualquier f, g, h € C®(M).

A continuacién veremos que el primer ejemplo de corchete de Poisson es
el inducido por un bivector y que, de hecho, cualquier corchete casi Poisson
estd determinado por un bivector. Previamente recordaremos la nocién de cor-
chete de Schouten-Nijenhuis.

Si M es una variedad arbitraria denotamos por VP(M) el espacio de los
p-vectores, es decir, tensores contravariantes de tipo (p,0) antisimétricos. Si
(V(M),N) es el algebra contravariante de Grassmann de M, entonces uno
puede definir una tnica extensién R-bilineal del corchete de campos de vectores

[ ] VP(M) x V(M) — VPTH (M)
tal que verifica para cualesquiera Xy, ..., X, € X(M)

p ' A
[Xi A AXp Q=) (D)X A AX A A X, A X, Q)

=1

15



2.1. Variedades casi Poisson

para cualquier ) € VP(M).

A esta operacién se la conoce como corchete de Schouten-Nijenhuis y sa-
tisface las siguientes propiedades:

L [PQ] = (=)@, P]

2. [P,QANR]=[P,Q AR+ (—=1)P"Q A [P, R

3. (=DPUV[P(Q, R]) + (=1)7@~V(Q, [R, P] + (-1)""V[R, [P,Q]] = 0
para cualesquiera P € VP(M),Q € VI(M),R € V" (M).

Notese que el corchete de Schouten de campos de vectores es el corchete
estandar de campos de vectores. Ademads [f,g] = 0y [f,X] = X(f) para
f,g€ C>®(M)y X € X(M). Con estas relaciones y las propiedades 1. y 2. ca-
racterizamos el corchete de Schouten-Nijenhuis. También la siguiente relacién
caracteriza el corchete de Schouten-Nijenhuis

ipgw = (1)1 i pdligw] + (—1)Pigdfipw] — i(P A Q)dw  (2.1)
para todo P € VP(M), Q € VM), w € QPTI=1(M).

Como comentamos anteriormente, un primer ejemplo de corchete casi Poi-
sson es el determinado por un bivector II sobre la variedad M. En este caso,
el corchete estda definido como sigue

Las propiedades para ser un corchete casi Poisson se derivan de las de ser un

bivector sobre M. De hecho, en el siguiente resultado probaremos que cualquier
corchete casi Poisson se deriva de un bivector.

Proposiciéon 2.1.1 Todo corchete casi Poisson determina un unico bivector
IT que satisface (2.2).

Demostracién. Consideremos el bivector caracterizado por (2.2). Este bi-
vector es tal por la antisimetria del corchete y porque el corchete satisface la
identidad de Leibniz, con lo que se puede asegurar que II es una derivacion en
cada argumento. O

Sea (M,{-,-}) una variedad casi Poisson. Tomando coordenadas locales
x1,...,T, en M, tenemos las funciones de estructura de la variedad casi Poi-
sson

mij(x) = {wi, x5}

Entonces, respecto de estas coordenadas, la expresion local del corchete y

del bivector de Poisson son respectivamente

of o
(o)=Y s 00

16



2. Variedades de Poisson y Ejemplos

0
Z iy (2 8% ax j

Todo bivector IIEV?(M), sobre la variedad M define el siguiente morfismo
entre el fibrado cotangente de M, T*M, y el fibrado tangente de M, T'M

Yy T*M —TM
ay — i, I(2)

Por consiguiente tenemos una aplicacién C°°(M)-lineal entre 1-formas y
campos de vectores sobre M dada por

#Hn: QY M) — X(M)
« — 1,11

Notese que esta aplicacion esta bien definida, esto es, para toda 1-forma
a sobre M, #(«) define una derivacién con respecto al producto de funciones
sobre M.

Dada una variedad casi Poisson (M, {-,-}) uno puede definir para cada
funcién h € C*°(M), la aplicacién

Xy COO(M) —)COO(M)
[ = X)) =A{/fh} (2.3)

Notese que
Xy, = #n(dh)

y, por tanto, Xj es un campo de vectores que se denomina campo hamiltoniano
de h respecto de la estructura casi Poisson II.

2.2. El corchete de Poisson

Un corchete casi Poisson {-, -} en una variedad M es de Poisson si satisface
la identidad de Jacobi, esto es,

{49, 01} +4g.4h f1} +{h.{f, 93} =0 (2.4)

para cualesquiera f, g, h € C*(M).
En este caso al par (M,{-,-}) se le denomina variedad de Poisson. El co-
rrespondiente bivector II es entonces llamado estructura de Poisson.

Proposicién 2.2.1 Un corchete casi Poisson sobre una variedad M es Poi-
sson si, y solo si, su bivector asociado 11 satisface [I1,11] = 0.

17



2.2. El corchete de Poisson

Demostracién. Para f,g,h € C*°(M), usando (2.1) y (2.2) se tiene
imm(df Adg Adh) = in(din(df Adg A dh)) + in(din(df A dg A dh)) =
= 2(in(d{f, g} Ndh) +in(d{h, f} Ndg) +
+ in(d{g,h} N df)) =
= 2[{{f. g} h} + {{h, [} g} + {{g. b}, [} =0,

lo que implica que
[IT,I1] = 0.

O
Una propiedad interesante de los campos hamiltonianos de una estructura
de Poisson es la siguiente

Proposicién 2.2.2 Si (M,11) es una variedad de Poisson entonces para toda
funcion f € C*(M)
Lx 1 =0. (2.5)

En consecuencia 11 se preserva a lo largo del flujo de cualquier campo hamil-
toniano, esto es

(z) (0, B2) = I(p-4(2)) (7 (), ©7 ()
para todo x € M, donde ¢, es el flujo de Xy.

Demostracion. Este resultado se sigue del hecho de que para cualesquiera
g,h € C*(M) se tiene que

Lynall(dg, dh) = {f,{g, h}} + {9, {h, F}} +{h.{f, 93} = 0
U

Los campos hamiltonianos permiten caracterizar una estructura de Poisson
como sigue

Proposicion 2.2.3 Sea II un bivector sobre la variedad M, 11 es una estruc-
tura de Poisson si, y solo si, satisface la siguiente propiedad

(X5, Xgl = =X(19) (2.6)
para cualquier f y g funciones sobre M.
Demostracién. En efecto, usando (2.3), deducimos

([X7, Xl + X)) (h) = Xp(Xy(h)) — Xg(Xf(h)) + Xys3(h) =
= Xi({h,g}) = X({h, f}) +{h.{ [, g}} =
= {{hg}, 3 +{{fh},gr +{h{f 9} }.

Asi, que (2.6) se satisface si, y sélo si, el corchete {-,-} verifica la identidad
de Jacobi, esto es, es un corchete de Poisson. O

18



2. Variedades de Poisson y Ejemplos

A continuacién describiremos las relaciones que satisfacen las funciones de
estructura de la variedad de Poisson que definen un bivector de Poisson II. Si

1 0 0
II= 5 Z 7TZJ<JZ)8—J:Z N 8_% entonces

n

87Tjk 67% 87@]-
i " i—) =0
;(ﬂ—h 8xh +7Thj 8:Eh + T 8[Eh>

para i,j, k € {1,...,n}.

2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

2.3.1. Variedades simplécticas

Una estructura simpléctica sobre una variedad diferenciable M de dimen-
sion 2n es una 2-forma w cerrada y no degenerada, esto es,

dw =0y wA . Aw#0

En tal caso se dice que (M,w) es una variedad simpléctica.

Sobre una variedad simpléctica (M, w) se puede definir un corchete de Poi-
sson {-,-} de la siguiente manera.

Consideremos el isomorfismo de fibrados vectoriales

b: TM —T°M
X, —b(X,) =ix,w(x)

Este isomorfismo induce un isomorfismo de C°°(M)-mdédulos

b X(M) — QY(M)
X — W

Entonces el corchete de Poisson esta definido por

{,}o: C®(M)xC®(M) — C°(M)
(f.9) — {[,9} = w(X}, X})

para f,g € C*°(M) donde
X% =b, " (df) € X(M) (2.7)
El bivector de Poisson es entonces

(o, 8) = wib, (@), b, (8) + #a(B) =iy 1w0,'(8) = a0, (8))

w
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2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

para todo a, 3 € Q'(M).
El campo hamiltoniano asociado a una funcién h sobre M respecto de esta
estructura de Poisson es justamente el dado en (2.7).

Estamos interesados en dar las expresiones locales de la estructura de
Poisson, el corchete de Poisson y los campos hamiltonianos de una variedad
simpléctica. Para ello previamente recordamos el Teorema de Darbouz.

Teorema 2.3.1 Sea (M, w) una variedad simpléctica de dimension 2n. Enton-
ces para cada punto p € M existe una carta local (Uy; (¢, ..., q¢" p1s- -, Pn))
que contiene a p tal que

W= Z dp; A dq' (2.8)

i=1

Ademds por (2.8) se tiene que la expresion local de la estructura de Poisson

viene dada por
"0 0
I, = - A

Ip;

La expresién local del campo hamiltoniano es

o oh o on D
i __;E;<8pi3qi__aqizﬁi)

y, por consiguiente, el corchete de Poisson viene dado por

~~,0f 99 Of 8y

Una variedad de Poisson (M, II) se dice no degenerada si
#n, LM — Ty M
es un isomorfismo de espacios vectoriales para todo x € M.

Proposicion 2.3.2 Toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson
no degenerada. Reciprocamente toda variedad de Poisson no degenerada es
simpléctica.

Demostracién. Evidentemente #p, = —b_ .
Si suponemos que (M, I1) es una variedad de Poisson no degenerada. Definimos
la 2-forma

W(X,Y) = IL (b, (X),b.(Y)),VX,Y € X(M)

Veamos que w es cerrada y no degenerada.
Para ver que es cerrada comprobamos que para toda f,g,h € C*>(M)

dw(Xy, Xg, Xn) = Xp(w(Xg, Xn)) = Xg(w(Xn, X)) = Xp(w(Xp, X)) —
- w([va‘Xg]th) - w([Xth]va) - w([thXf]7Xg> =
= 2({{f,g},h}+{{g,h},f}+{{h,f},g}) = 0.
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Esta tltima igualdad es consecuencia de (2.6). Puesto que (X | f € C®(M))
genera T'M deducimos que dw = 0. 0

Notese que la condicion de que la estructura de Poisson es no degenerada
se traduce en la siguiente condicion para el corchete

{f,9}(z) =0,vg € C(M) & df (z) = 0.
Esto es consecuencia de la igualdad

{f,9}(x) = Xo(2)(f) = df () (Xy ().

2.3.2. Variedades cosimplécticas

Una contrapartida en dimensiéon impar de las variedades simplécticas son
las variedades consimplécticas que se definen por una terna (M, ®,n), donde
M es una variedad de dimensién impar 2n + 1, ® y 1 son una 2-forma cerrada
y una l-forma cerrada, respectivamente, y n A ®" es una forma de volumen.
Toda variedad cosimpléctica (M, ®,n) induce un isomorfismo de fibrados vec-
toriales

b TM —T*M
X —b(Xy) =ix, ®(x) + n(x)(X2)n(z)

Si denotamos también por b el correspondiente isomorfismo de C*(M)-
modulos

b X(M) — QY(M)
X (X)) = ix® + (ixn)7 (2.9)

entonces el campo & = b~1(n) es llamado campo de Reeb de M y estd caracte-
rizado por las siguientes relaciones

Consideramos el bivector II sobre M definido, para cualesquiera o, €
QY(M), por
(e, B) = 2~ (a),b7'(8)). (2.11)

Entonces (M, II) es una variedad casi Poisson y el corchete casi Poisson
viene definido por

{f, 9} =11(df ,dg) = ®(b~"(df),b~"(dg)), Vf.g € C™(M)

El campo hamiltoniano de f € C°(M) respecto de esta estructura casi
Poisson esta caracterizado por

Xy(h) = @~ (df),b~" (dh))
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2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

para h € C*(M).
De (2.10) se deduce que

df = ip-10® + (0~ (df))n.

Usando esta relacién y (2.10) tenemos que £(f) = n(b~1(df)). Asi que

df = i,-1an® +&(f)n

por consiguiente

Xy(h) = >~ (dh)(f) — £(f)&(R).

A continuacién probaremos que toda variedad cosimpléctica es de Poisson.
Para ello precisamos de una generalizaciéon del Teorema de Darboux que pa-
samos a enunciar.

Teorema 2.3.3 Sea M una variedad de dimension 2n+r y w una 2-forma de
rango constante 2n. Entonces w es cerrada si, y solo si, para cada x € M existe
una carta (U, ¢) de M en x tal que si (q*, ..., q", D1, Pry Ynils - - - Ynir) SON
las coordenadas en U

w = idqi A dp;.
i=1

Usando el Teorema generalizado de Darboux tenemos que existen coorde-
nadas locales (¢,q¢',...,¢™, p1,...,pn) de M tal que

d = zn:dqi/\dpi.

=1

Puesto que 7 es una 1-forma cerrada, por el Teorema de Poincare, es local-
mente exacta, entonces existe una coordenada t tal que

n = dt.
Del hecho que n A ®" determine una forma de volumen, deducimos que
(t,q*,....,q¢™, p1,...,p,) determina un sistema de coordenadas locales sobre
M tal que

n
@deqi/\dp,- y n=dt
i=1
Entonces usando (2.10) concluimos que £ = %. Por consiguiente en coor-
denadas locales se tiene que la expresion de la estructura casi Poisson y del
campo hamiltoniano son

"0 0
Im= , 2.12
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

" Oh O Oh O

X, = -
" ;(3@- dq'  0q' Op;

).

El corchete casi Poisson viene dado localmente por

af dg  Of dg
{f.9}= Z ¢ o~ Op5a)

para cualesquiera f,g € COO( ).

Notar que {t, f} = 0 para cualquier funcién f sobre el correspondiente
entorno de M, esto es, t es un Casimir de la estructura II.

Proposicién 2.3.4 FEl bivector definido en (2.11) define una estructura de
Poisson.

Demostracién. Utilizando la expresion local del bivector casi Poisson IT (ver
(2.12)) se comprueba facilmente que [II,II] = 0, por lo que podemos concluir
que IT es una estructura de Poisson. (]

2.3.3. El dual de un algebra de Lie

Sea (g, [+, -|;) un algebra de Lie de dimensiéon n. Denotamos por g* el alge-
bra dual. A continuacién describiremos una estructura de Poisson sobre g*.

Dadas dos funciones f,g € C*(g*), las 1-formas df,dg pueden ser inter-
pretadas como aplicaciones df,dg : g* — (g*)* = g.

Entonces definimos {f, g} € C*(g*) como la funcién sobre g* dada por

{193 (w) = p(ldf (n), dg(p)]) (2.13)

para todo p € g*.
A continuacién describiremos este corchete en términos de los elementos de
una base de g*

Proposicién 2.3.5 Sea{vy,...,v,} una base del dlgebra de Lie g y (11, . . ., fin)

las correspondientes coordenadas en g* respecto de la base dual {v',... v"} de
{v1,...,v,}. Entonces (2.13) es justamente el corchete
a af o
o)=Y ol (214)

ijk=1 Opi O,

donde cfj son las constantes de estructura de g, esto es, las constantes que

satisfacen
n

[Uiavj] = kvk
k=1

En consecuencia, el corchete dado en (2.13) es lineal.
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2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

Demostracién. Bajo la identificacién (g*)* = g tenemos que para cualquier
pegr

df(/ut)z‘ gl‘i(u)vi y dg(u)zza—g(u)vj

Entonces

{£.0) = (@70 da(ulo) = (> FE o) = (3 e FE S

. Uk
ij=1 inj=1 aﬂzaﬁb;
Sip= Z ppv" | entonces
h=1
- " Of dg " 9f By
iah = Qo) D gz o) = 2 g g

O

El corchete de funciones dado en (2.13) es R-lineal, antisimétrico y es una

derivacion en cada argumento, por tanto, define una estructura casi Poisson II.

Las funciones de estructura de II vienen dadas de la siguiente manera en térmi-

nos de las constantes de estructura del algebra de Lie g y las correspondientes
coordenadas sobre g*.

mij () = {pi, s} = Z C?jﬂk
k=1

Usando (2.14) y las propiedades de las constantes de estructura cf. del

ij
algebra de Lie g deducimos
Proposicién 2.3.6 El cochete {-,-} dado en (2.13) es un corchete de Poisson.

A la correspondiente estructura de Poisson II se la denomina estructura de
Lie-Poisson. La expresion local en coordenadas de este bivector es

I & 0 9]
M= E = N —
v . .

2.0 7 O on

con cfj funciones de estructura de g respecto de una base i, ..., fi,.
Se tiene ademéds que los campos hamiltonianos son de la siguiente forma

n

oh 0
X 3
i.jk=1 On; Op

para h € C*(g*).
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Nota 2.3.7 Retomemos el ejemplo motivante del Capitulo 1. Consideremos

las funciones
2

2 2, Py
€1 =1, 62:pr+ﬁ7 €3 = TI'Dr.

Consideramos la estructura simpléctica w = dr Adp, + df N\ dpg. Respecto a
esta estructura, el correspondiente corchete de Poisson satisface las siguientes
tqualdades

{617 62} = 4637 {627 63} = _2627 {637 61} = _261 (215)

y el resto de los corchetes entre los e; son nulos. Denotamos por cfj € R los
elementos reales tales que
{ei e} = cfjek.

Estas constantes cfj satisfacen las condiciones de las constantes de estructura
de un dlgebra de Lie. De hecho, si consideramos el grupo lineal especial SL(2)
de las matrices reales 2 x 2 con determinante 1, su dlgebra de Lie sl(2) es
el dlgebra de matrices reales 2 X 2, con traza 0, donde el corchete de Lie es
el conmutador. Una base para esta dlgebra de Lie estd definida por estas tres

matrices
01 00 1 0
5=(00) ®=(10) B-(s ")

Los conmutadores entre ellos son nulos salvo
[El’ EQ] = E37 [E27 E3] = _2E27 [E37E1} = —2E3

Si By = %el,Eg = %62 y E3 = e3 obtenemos las mismas relaciones que
(2.15).

El corchete de Poisson que define las ecuaciones (1.10) es la estructura
de Lie-Poisson inducida sobre el dual del dlgebra de Lie cuyas constantes de
estructura son

y el resto nulas.

2.4. El algebra de Lie de las 1-formas en una
variedad de Poisson

Si (M, 1I) es una variedad de Poisson. En esta seccién introduciremos una
estructura de algebra de Lie sobre el espacio de las 1-formas de M. Este cor-

chete de 1-formas, que denotamos por [-,-] : Q' (M) x QY(M) — QY (M)
estd definido de la siguiente manera

[, B] = LgnaB = Lynper — d(l(ev, 5)) (2.16)

para cualesquiera a, 8 € Q' (M).
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2.4. El algebra de Lie de las 1-formas en una variedad de Poisson

Proposicién 2.4.1 El corchete dado en (2.16) verifica las siguientes propie-
dades:

(a) [df.dg] = d{f, g} para cualesquiera f,g € C°°(M)
(b) #11: QYM) — X(M) es un morfismo de C=(M)- mddulos que satisface
#ulo, 6] = [#no, #ub) (2.17)
para todo «, B € Q' (M).
(c) (X(M),[,-]) es un dlgebra de Lie.
(d) #p - (QYM),[-,-]) — (X(M),[-,]) es un morfismo de dlgebras de Lie.
Demostracién.

(a) Si f,g € C°°(M) entonces

[[df7 dg]] = ‘C#dedg - 'C#Hdgdf - d(H(a7 B)) =
= d{f,9}

donde hemos usado la antisimetria del corchete de Poisson {-,-} y (2.2).

(b) Notese en primer lugar que

[[av 6]] = L#naﬁ - i#nﬁda

para cualesquiera «, 3 € Q'(M). Entonces

#ule, BI(f) = —lo, Bl(#ndf) = —(LpnaB — ignpde)(#ndf)  (2.18)

Por otro lado,

(LpnaB)(F#udf) = (#na)(B(#ndf)) — B([#na, #ndf]) =
= —(#n)(#upb)(f) — Bl#n, #ndf] (2.19)

da(#nB, #ndf) = (#upB)(a(#udf)) — (F#ndf)(a(#n8)) — a([#n08, #ndf])
= —(#nB)FH#na(f)) — (#ndf)(a(#n)) —
— o([#nB, #udf)) (2.20)

Entonces sustituyendo (2.19) y (2.20) en (2.18) tenemos que
#ule, BI(f) = [#na, #0B1(f) = (Lynar ) (@, B) = [#na, #uf](f)
Concluimos que (2.17) se deduce entonces teniendo en cuenta (2.5).
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

(c) Para comprobar que (Q'(M), [-,-]) es un dlgebra de Lie, bastara con que
el corchete sea bilineal, antisimétrico y verifique la identidad de Jacobi.

Las dos primeras propiedades se derivan de la definicién de [-,-]. Com-
probamos que la identidad de Jacobi para [-,-] se satisface. En efecto,
aplicando (2.16), (2.17) y las propiedades de la derivada de Lie se tiene
que, para a, 3,7 € Q' (M).

[lew 81,71 = Lpnpasry — Lo la, B — dll([e, 8], 7) =
= LynaLlipnpY — LanpLlonaY — LapnyLanal + Loy Lonpa +
+ Ly dll(e, B) — dl(Lyyaf — Lyppa — d(I(a, B)),7) =
LpnalynsY — LansLlinaY — LpnrLpnal + Lpny Lpnpa +
+  d(#my(#ua(B))) + d(LpnaB)(#uy) — d(Lgnpa) (F#ny) —
d#tmy(#na(B)) =
= LpnaLlpnpy = LynpsLlpnay = LapnyLpnal + Lypny Lpnpa +
+  d(#na(B(#n7))) — d(B([#na, #17]) —
— d(#uB(a(#17))) + d(a([#nB, #n7]))

Anélogamente deducimos las siguientes relaciones

[[[[% a]]> 5]] = E#H’Yﬁ#naﬁ - ‘C#Haﬁ#n’Yﬂ - E#Hﬁﬁ#n’va + E#Hﬁﬁ#na7 +
+ d(#ny(a(#nB))) — d(a([#n7, #n6]) — d(#Fna(y(#n8))) +
+ d(y([#ue, #0)))

[[3.7],0] = Lunplypnra = LpnyLipnpd — Lpnalpnsy + LinaLlspnyf +
+  d#ub(y(#nw))) — d(y([#u8, #unal) — d(#FHny(6(#na))) +
+  d(B([#u, #ua)))

Sumando las tres expresiones deducimos la siguiente igualdad
[lev, 81,71 + 118,91, ol + [y, o, 51 = d(dB(#na, #ny) — Lynpll(e, )
Comprobemos entonces que
df(#fne, #u7) = Lynpll(e,7) (2.21)
Supongamos que 5 = gdf con g, f € C*°(M). Entonces

Ly garll = F#ndg N #ndf

Luego
Loyngarll(e,v) = (#ndgN#fudf ) (o, v) = dgNdf (#no, #n7) = d(gdf ) (#na, #n7y)

Como gdf generan localmente el espacio de las 1-formas tenemos que [-, -]
satisface la identidad de Jacobi.
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2.5. Teorema Splitting de Weinstein

(d) Es consecuencia directa de (b) y (c).
O

Finalmente comprobaremos que todo morfismo de dlgebras de Lie de Q!(M)
a X(M) caracteriza una estructura de Poisson sobre M.

Teorema 2.4.2 Sea # : T*M — T(M) un morfismo de fibrados. Entonces
sobre QY (M) consideramos el corchete

[[Oé, B]] = ‘C#aﬂ - L#Ba - d(#a(ﬂ))7vavﬁ S QI<M)
Si (QY(M),[,-]) es un dlgebra de Lie tal que

# (M), [, ]) — (X(M), [,])

es un morfismo de dlgebras de Lie que verifica #(a)(a) = 0 para todo o €
QY M), siy sdlo si # induce una estructura de Poisson 11 sobre M tal que

# = #u.
Demostracion. El bivector II se define como sigue

M(a, ) = #a(f) ,VYa, 5 € Q' (M)

Notese de la condicién #(«)(a) = 0 deducimos que II es un bivector. Para ver
que IT es Poisson es suficiente comprobar que se verifica (2.6).
En efecto,

(X, Xy] = [#df, #dg] = #[df, dg]

Por otro lado,

[[df7 dg]] = [,#dfdg — E#dgdf - d(#df(g)) =
= d(#df(g)) — d(#dg(f)) — d(#df (g)) =
= dll(df,dg) = d{f,g}

Por tanto, concluimos que (2.6) se satisface. O

2.5. Teorema Splitting de Weinstein

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el Teorema Splitting de
Weinstein, que determinara la expresiéon local de una estructura de Poisson.
Veremos que localmente una variedad de Poisson es el producto cartesiano
de una variedad simpléctica de dimensién 2k por una variedad de Poisson de
rango 0 donde k es el rango de la estructura de Poisson.

Antes de enunciar el teorema vamos a probar el siguiente resultado que,

junto con el Teorema de Frobenius, serd necesario para la demostracién del
Teorema de Weinstein.
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Teorema 2.5.1 (Flow box) Si X es un campo de vectores sobre una varie-
dad M de dimension n, entonces para todo p € M con X(p) # 0 existe un
entorno coordenado U tal que

0
Oy
donde yy,...,yn son las correspondientes coordenadas en U .

Demostracién. Sea ([} , ) una carta coordenada de M en el punto z tal que
©(p) = 0 € R™. Entonces en U la expresién de X es

X =Y f0l

Noto que puesto que X(p) # 0 podemos suponer que, tras un cambio de
coordenadas

f(0) =(1,0,...,0)
donde f = (fi,..., fn). Sea ®(t,x) la solucién del problema de valor inicial

%:f(x)

z(0) =z
y sea ¥ la aplicacion diferenciable en U definida por
U(zy,...,x,) = P(xy, (0,29,...,2,)).

Notese que

0
5o V@) = F¥@)

y que ¥(0, 2o, ...,2,) = (0,29, ..., 2,)Por tanto, d¥(0) es regular. Asi, se tiene
que y = ¥~1(x) determina un nuevo sistema de coordenadas.
Finalmente, ya que x = ¥(y), tenemos

Ox; _
9 fi(¥(y)) = fi(x)
En definitiva, 5 5
Ly
X:ij( Zayl axz yl'

OJ

Ahora estamos en condiciones de poder demostrar el Teorema Splitting de

Weinstein. Dada una variedad de Poisson (M, 1), el rango de Il en el punto
x € M es el rango de la aplicacion

#n(z) : "M —s T,M

Puesto que II es antisimétrico entonces el rango de Il en z es un niimero
par.
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2.5. Teorema Splitting de Weinstein

Teorema 2.5.2 ([Wei|) En una variedad de Poisson (M,11) de dimension n,
para cada punto x € M, existe un entorno coordenado U de x, tal que

= Z@q

donde k es el rango de 11 en = y (q', ..., ¢, p1,..., P, Y1, ---,Ys) s0n las co-
rrespondientes coordenadas en U.

0
+ Z QOZJ ayz 8:1/] Yy @(‘T) - 0

Z

Demostracién. Probamos el teorema por induccién sobre p = rang Il(x).
Si p = 0, hemos terminado, ya que las tinicas coordenadas que tenemos son

(s Yn).
Si p = 2, existen dos funciones f,g € C*(M) tal que {f,g} # 0. Sea

p1 = g, tenemos que

X (@) = {f,pi}(x) ={f, 97 #0

Aplicando el Teorema 2.5.1, existen coordenadas en M para la cuales
X, € X(M) es uno de los campos de vectores coordenados. Sea ¢' la fun-
cién coordenada tal que X, a =+. Por consiguiente,

{¢".;m} =X, (¢") =1 (2:22)

Los campos X,, y X, son linealmente independientes en x y, por tanto,
en un entorno de z, ya que si X, () = AX,; con A € R — {0}.

Xp(@)(@) =1y X, (¢")(2) = AXp(q")(2) = Mq', ¢' H(z) =0

con lo que llegamos a una contradiccion.

Veamos ahora que estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Frobe-
nius. Tomamos la distribuicién 2-dimensional en M

c:x—e, CT M

€z = <Xp1 (ZE), qu <I>>

Ademas, sabemos que
[XPUXqI] = _X{m,ql} =—X1=0

y por consiguiente la distribucion € es involutiva. Por tanto, aplicando el Teore-
ma de Frobenius existe un sistema coordenado (U, ¢ = (y',...,y")) alrededor
de x, tal que tenemos una subvariedad N de M tal que para todo y € N

T,i(TyN) € (Xp, (), Xq1(9))
De aqui podemos encontrar funciones 1, ..., y,_2 tal que

30



2. Variedades de Poisson y Ejemplos

(a) dyi,...,dy,_o son linealmente independientes.

(b) Como X, y X, son independientes, de (2.22) obtenemos que X, (y;) =
X,1(y;) = 0, es decir, {y;,p1} = {yj,¢'} = 0. Por tanto, tenemos coorde-
nadas tal que

Xp=——

q

Noétese que
dg" Adpy Adyr A+ Adyp—s # 0

ya que en caso contrario, esto es, si existe y € M tal que
(dg* Ndpy Adyy A -+ A dyn_2)(y) =0

entonces contrayendo con los vectores X 1(y), X, (y) v usando (2.22), deduci-
mos que

(dyr A=+ ANdyn—2)(y) =0
Aplicando la identidad de Jacobi tenemos

vyt o} = Hyiui}d'} =0

esto es, {y;,y;} solo dependen de los y;’s. De aqui, la estructura de Poisson
seria

0 0o 1 0 0
M= _—A—+= (V)5 A5

Si aplicamos el argumento anterior a la estructura de Poisson

)
Z #iily 0.%

8y]
deducimos el teorema. O

Si estamos en el caso en el que el rango es localmente constante, entonces
©i; = 0y el siguiente resultado es un caso particular del teorema que acabamos
de probar.

Teorema 2.5.3 ([Lie]) Sean Il una estructura de Poisson sobre M y I1;;(z)
sus funciones de estructura, que suponemos tienen rango constante. Entonces
para cada punto de M existe un sistema local de coordenadas tal que la matriz
(mi;) es constante.

Comprobamos qué ocurre en el caso de cada uno de los ejemplos de variedad
de Poisson que hemos presentado en este capitulo:
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()

Variedad simpléctica: En el caso de una variedad simpléctica, tenemos
que es una variedad de Poisson (M,II) donde rangll = dimM = 2n en
cualquier punto. El Teorema de Splitting nos proporciona coordenadas

(q17 s 7qnap17 s apn) tal que
"0 0

II = - A .

;aql Ip;

Nétese que en este caso ¢;;(y) = 0.

Variedad cosimpléctica: Si consideramos una variedad cosimpléctica de di-
mensiéon dimM = 2n + 1, rangll = 2n en todo punto. El Teorema de
Splitting nos asegura la existencia de coordenadas (¢, ...,q", p1, .-, Pn,t)

tal que
0 0
IT= . .
Zi: g’ : Ip;

También en este caso ¢;;(y) = 0.

Dual de un dlgebra de Lie: Sea g* el dual de un algebra de Lie de dimen-
sién n. Entonces rangll = n donde IT es la correspondiente estructura
de Lie-Poisson sobre g*. Sea {vy,...,v,} una base de gy (p1,...,u,) las

correspondientes coordenadas en g* respecto de la base dual {v!,... v"}
de {vy,...,v,}. La forma normal de la estructura de Poisson es
1< o 0
I =— c],c. ke A ——
Z ij . R
250 T O On

i) = {pi, 1} = cfj,uk y no tenemos coordenadas correspondientes a
“la parte simpléctica”.
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Capitulo 3

Morfismos de Poisson y la
foliacion caracteristica de una
variedad de Poisson

En este capitulo abordaremos el estudio de los morfismos de Poisson, esto
es, morfismos que “preservan” el corchete de Poisson de funciones. En la se-
gunda parte del capitulo veremos como una variedad de Poisson puede verse
como una variedad foliada por hojas simplécticas.

3.1. Morfismos de Poisson

Definicién 3.1.1 Sean (M, {-,-}n) vy (M',{-,-}ar) dos variedades de Poisson
y @ : M — M una aplicacion diferenciable. Si para f', g € C*°(M’)

{flop,d ovtu={f, 9oy

se dice que @ es un morfismo de Poisson. Si ademds ¢ es un difeomorfismo
entonces diremos que @ es un isomorfismo de Poisson.

A continuacion daremos diversas caracterizaciones de los morfismos de Poi-
sson en términos de la estructura de Poisson Il y del homomorfismo de fibrados
vectoriales # : T*M — TM.

Proposicién 3.1.2 Sean (M,{-,-}m) y (M',{-,-}n) dos variedades de Poi-
sson y ¢ : M — M’ una aplicacion diferenciable. Si 11 y II' denotan las
estructuras de Poisson inducidas por {-, -}y vy {-, }ar, las siguientes propie-
dades son equivalentes:

(a) ¢ es un morfismo de Poisson.
(b) Para cada g € M, Typ o #no Ty = #w
(¢) Para todo o', 3 € Q' (M)
(™ (a”), " (8)) = (', 5) o .
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3.1. Morfismos de Poisson

Demostracién. Supongamos que se satisface (a). Para probar (b) es suficiente
probar que para todo ¢ € M

Typ(#u(Tge(df'(¢(a)))) = #u (df (9(q)))

para todo f" € C*(M’)
Sea v € T, M, entonces

T7e(df'(e(q)))(v) = df'((a))(Typ(v)) = To(f" 0 ©)(v)

por consiguiente para todo g’ € C*°(M’)

Ty #uTyp(df (p(@)))(g) = Tup(FHuTy(f 0 ))(g) = #n(Ty(f o ) (Ty(g' 0 p)) =
= {flop,gd optmla) ={f, 9"} aroplq) =
= #uwdf'(¢(q))(9)

Luego (b) se satisface.
Para probar que (b) = (c) consideramos o', 8" € T7; M’

M(g)(Ty (), Typ(8) = Top#u(T) (@) (B) =
= #w()(8) = (p(9)(e, 3)
Finalmente comprobamos que (¢) = (a). Sean f',¢" € C*°(M’) se sigue que
(™ (df'), ¢"(dg")) = I'(df",dg") o
o equivalentemente
{f'op,g ootnla) ={f, g} (0(a))

esto es, ¢ es un morfismo de Poisson. O

A continuacién veremos algunos ejemplos de morfismos de Poisson

(1) Simplectomorfismos: Sea ¢ : M — M’ una aplicacién diferenciable. Su-
pongamos que w (respectivamente w’) es una estructura simpléctica sobre
M (respectivamente sobre M’). Entonces ¢ es simpléctica si

(W) =w

Si ¢ es un difeomorfismo entonces ¢ es un simplectomorfismo. Todo sim-
plectomorfismo es un isomorfismo de Poisson. En efecto, para todo [, ¢ €

C>(M")
{f/ ° Y, 9/ © SO}M = W(Xf’ow Xg’ov) = ‘P*W/(Xf’ow Xg’ow) (3-1)
Veamos que para todo g € M

Typ(Xgop(q) = Xp(q) (3-2)
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3. Morfismos de Poisson y foliaciéon caracteristica

En efecto, para todo v € T, M

W) (Typ(Xprop(a)), T (v)) = wo(Xpay(q),v) = (f’ow)(fJ)
= Typ)(N)e(a) = weq) (X (2(a), Toe(v))

)
Como Typ(v) cubre todo Ty, M’ obtenemos (3.2). Sustituyendo en (3.1)
deducimos que

{flop.gopt =u(Xp, Xg)oo={f g o
En general si ¢ es solo un morfismo simpléctico entonces puede ser que ¢ no
sea un morfismo de Poisson. El siguiente ejemplo muestra esta situacion.
Si M; es un punto con forma simpléctica nula y M, es una variedad con

dimensién no nula entonces ¢ : M; — M, es un morfismo simpléctico
pero no de Poisson.

Isomorfismos cosimplécticos: Sea ¢ : M — M’ una aplicacién diferen-
ciable. Supongamos que (®,7) (respectivamente (®’,7')) es una variedad
cosimpléctica sobre M (respectivamente sobre M'). Entonces ¢ es un mor-
fismo cosimpléctico si

(@) =2 y o' () =n (3:3)
Si ¢ es un difeomorfismo entonces ¢ es un isomorfismo cosimpléctico. Como

en el caso de los simplectomorfismos, todo isomorfismo cosimpléctico es un
isomorfismo Poisson. Lo comprobamos, sean f’, ¢ € C*(M’)

{flop.gd oty = @O7(d(f op)),b (d(g o)) =
= O'OHA(f o), b N d(g o))  (3.4)

Veamos entonces que

TG~ (d(f 0 9)) () = 2"~ (df ) (0(a)) (3.5)
En efecto, sea v € T, M Denotamos por u = T, (b~ (df o¢))(q)). Entonces
(4

) (Typ(v) =

(W) (Typ(v) = w®(p(0)(Typ(v) + Mg (Wy(q)
(W) (e(@)(Toe(v))

o
(p(q)) (u, Tap(v)) + ' (#(q))

por consiguiente, usando (3.3)

(Typ(v)) = @(p(a))07(d(f 0 9)(a),v) + 7' (@)~ (d(f o ¢)(a))n' (a)(v) =
= d(f e 9)(@)(v) = Typ(v)(f) = df' (¢)(Tyep(v))

En definitiva, hemos probado (3.5).

Al igual que en el ejemplo anterior, como Typ(v) cubre todo Ty, M’ ob-
tenemos (3.5). Si sustituimos en (3.4)

{flop.g optu =007 (df"),b7"(dg") oo ={f" g} o
También como en el caso simpléctico un morfismo cosimpléctico no es, en
general, un morfismo de Poisson.
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3.2. Campos de Poisson

(3) Homomorfismos de dlgebras de Lie: Supongamos que ¢ : g —> ¢’ es un
homomorfismo de algebras de Lie, entonces el homomorfismo traspuesto

*

©* ¢ (¢')* — g* es un morfismo de Poisson entre las correspondientes
estructuras de Poisson. En efecto

{fovp gog g ={f g}g 09" (3.6)

Sea p' € (g')"

{fop gop (i) = p([d(f o)1), d(goe™)(1)]y)

{figte o (W) = @ (W)ldf (0™ (1)), dg(e™ (1)]g = 1’ (([df (™ (1)), dg(@™ (1))]g)

y, como se cumple la igualdad,

d(fow ) (1) = e((df)(¢" (1))

tenemos que se verifica (3.6).

3.2. Campos de Poisson

Definicién 3.2.1 Sean (M,{-,-}) una variedad de Poisson y Il el correspon-
diente 2-vector de Poisson. Un campo de vectores X € X(M) se dice que es
un campo de vectores de Poisson si es un automorfismo infinitesimal de la
estructura de Poisson, es decir,

LxII = 0.

A continuacién veremos una interpretacion geométrica de lo que es un
campo de Poisson.

Proposicién 3.2.2 Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson y X € X(M) un
campo de vectores. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es un campo de vectores de Poisson.
(b) El flujo (local) oy : M — M de X es un isomorfismo de Poisson.

(c) Para cualesquiera f,g € C*°(M)
X{f gy ={X(f) g} +{f, X(9)} (3.7)
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3. Morfismos de Poisson y foliaciéon caracteristica

Demostracién. Fijamos ¢ty € R. Entonces ¢y, : M — M es un difeomorfis-
mo y, por tanto, T'¢;,II determina un bivector sobre M caracterizado por

T¢ton(a7 B) - H(QOIO (Oé), 30:0 (6))

con a, 3 € QY(M).
De igual forma podemos considerar el bivector Ty, (LxII). Entonces

‘CXTQOL‘OH = TSOto‘CXH-
En efecto

EXTSOtOH(O‘7ﬁ) = X(T(pton(aa B)) - TSOtOH(EXaaﬁ) - TSOtOH(av EXﬂ) =
= X(gi, (@), 3, (B)) — I(y, (Lxav), B) — Il(ev, @3, (Lx5))

como ¢} Lxy = Lx ;7 para cualquier v € Q'(M). Entonces
cXTSOtOH(Oéa ﬁ) = ‘CXH(SDIO (Oé), 90:0 (B)) = T(ptoﬁXH(OQ B)

Ademas usando que

d

LxP(q) = %t:oT“’t(qW*t(P (p(q)))
Asi que
0 = LxTy,ll(q) = %ltZO(th(q)%?—t)(TSOtoH(SOt(Q))) =
= %ItO(th-to(q)@to—t)(H(%—to (@) = %Itto (Toviyp—1) (I(2e(q)))

Entonces,

(Touyp-e) (T(1(9))) = (Tpo(a)p0) (I(0(9))) = 11(g)

para cualquier ¢t y todo ¢ € M, lo que quiere decir que

Toei(I(q)) = T(p(q))

Esto es, ¢, es un isomorfismo de Poisson.
Para comprobar que (b) = (a), usamos que

Typ:(Il(q)) = (pi(q)), Vi

tenemos entonces que

th(q)W—t(H(SOt(Q))) = II(q)

Asi p p
=— T (I = —
dt o ei(q) P ((IL(¢e(q))) dt j1=0

LxM(q) II(q) =0
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3.2. Campos de Poisson

Noétese que para cualesquiera dos funciones f,g € C*°(M) se tiene

LxI(df,dg) = X(I(df,dg)) — I(Lxdf, dg) — 1L(df, Lxdg) =
= X(II(df,dg)) — I(dX (f),dg) — TI(df,dX (g)) =
= X{f.g} —{X(f). g} = {f, X(9)}

Si Xt es un campo hamiltoniano ,

Xf{hvg} = {{hag}v f} = _{{f7 h}vg} - {{97 f}7 h} =
= {Xy(h), 9} +{h, X;(9)}
Asi, cada campo hamiltoniano es un campo de vectores de Poisson. En parti-
cular, el flujo de un campo hamiltoniano esta compuesto por isomorfismos de

Poisson. Este hecho nos permite dar la siguiente caracterizacién de un morfismo
de Poisson

Proposicién 3.2.3 Sean (M, {-,-}n) y (M',{-, -}rr) dos variedades de Poi-
sson y @ : M — M’ una aplicacion diferenciable. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) ¢ es un morfismo de Poisson.
(b) Para cada f" € C®(M') y cada q € M,

Typ(Xpop(q)) = Xy (#(q))

Demostracién. Probaremos que para dos funciones [, g’ € C*°(M’) se tiene
la siguiente equivalencia

{flov.gopt={f 9} ov e Tw(Xpe(q) = X} (e(g). Vg € M
Ya que la primera condiciéon implica que ¢ es un morfismo de Poisson, por

la Proposicién 4.1.2 el resultado estaria probado. La anterior equivalencia se
deriva de estas igualdades

Top(Xprop(@))(9') = Xprop(d 0 9)(q) = {g 0@, f o p}(q)

Xi(e(a) ={g". f'} o v(q)

para todo ¢’ € C>(M’). O
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3. Morfismos de Poisson y foliaciéon caracteristica

3.3. Foliacion simpléctica de una variedad de
Poisson

En esta secciéon probaremos que toda variedad de Poisson posee una distri-
buciéon completamente integrable cuyas hojas son variedades simplécticas.

Definicién 3.3.1 Sean (M, {-,-}) una variedad de Poisson, Il la correspon-
diente estructura de Poisson y q € M un punto. La imagen de #1(q) = Cy se
denomina espacio caracteristico en el punto q.

Noétese que la dimensién de € coincide con el rango de #p en ¢. Asi, la
dimensién del espacio caracteristico es siempre par. Si rang #n() = dim M
decimos que IT es no degenerado en el punto q. Ademads, si el rango de # )
no depende del punto q decimos que II es una estructura de Poisson regular.

Otra manera de describir el espacio caracteristico es en términos de los
campos hamiltonianos:

Cq = (X¢lg) | f € CF(M))
Es inmediato que las dos definiciones son equivalentes.

El espacio caracteristico C, de una variedad de Poisson M, induce una
distribucién generalizada (ver apéndice). En efecto,

geM — C, CT,M

es una distribucién generalizada ya que esta generada por los campos hamil-
tonianos. La denotamos por C. El siguiente resultado prueba que C es una
foliacién generalizada en M (ver Apéndice) y que la hoja de C a través de cada
punto de M admite una estructura simpléctica.

Teorema 3.3.2 La distribucion caracteristica C de una variedad de Poisson
M es completamente integrable y la estructura de Poisson induce estructuras
simplécticas en sus hojas.

Demostraciéon. En primer lugar, probaremos que C es invariante y por el
Teorema de Frobenius generalizado (ver Apéndice) deducimos que es comple-
tamente integrable. Tenemos que ver que para cualesquiera f, g € C°°(M)

X
szpt f(Xg(ﬂj)) € C@ff (z)

donde gthf es el flujo del campo hamiltoniano X;. En efecto, usando la Pro-

posicion 2.2.2 tenemos que
Lx II=0
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3.3. Foliacién simpléctica de una variedad de Poisson

y por tanto, de la Proposicién 4.2.2

X _ Xy
Txgpt (Xq(aj)) - Xgo(@ff)fl((pt (x)) € C@ff (z)

En consecuencia existe una hoja que pasa a través de cada punto de M.
Vamos a probar que cada una de estas hojas tiene una estructura simpléctica.
Sea L una hoja, entonces {-,-} induce una estructura de Poisson en L como
sigue

{,}p: C®(L)xC>®(L) — C*(L) )
(f,9) — {f,g}r=1{/,9}

donde }, ge C*(M) son tales que }|L: fy %L: g. Si ¢ € L tenemos,

X~ ~

{9.1Y2(a) = X;(9)(0) = (Toga ))(9)

X~
donde ¢, ’ es la curva integral del campo de vectores X~ con condiciones
iniciales ¢ € L. En particular, si la condicion inicial esta en L, la curva integral
completa permanece en L y {- -}, solo depende de g. Igualmente si inter-
cambiamos [ y g obtenemos que {-, -}, solo depende de f, por tanto, {-, -}
estd bien definido. Por otra parte, es sencillo comprobar que {-,-}; es R-
bilineal, antisimétrico y satisface las identidades de Jacobi y de Leibniz. Asi,
{+, -} es un corchete de Poisson en la hoja L. Finalmente, probaremos que tal
estructura de Poisson es no degenerada y por la Proposicién 2.3.1 concluimos
que es simpléctica. Para ello, mostramos que #m, () @ T, L — T,L es un
isomorfismo, siendo 11, el bivector de Poisson sobre L. En efecto,

T,L = (X;(q) | fe C®(M)) = (X;(q) | f € C¥(L)) = 1, (T; L)

esto es, #, (g es sobre. Ya que dimTy L = dimT; L, #11, (4 es un isomorfismo.
Por tanto, {-, -}, es no degenerado. O

Definicién 3.3.3 Las hojas de la foliacion caracteristica son conocidas como
hojas simplécticas de la variedad de Poisson M.

De hecho, la estructura simpléctica de la hoja L se puede describir como
sigue. Usando que #iq, (4) es biyectiva, para dos vectores X,Y € T, L tenemos
X = F#u,9(@) y Y = #m,(9(B) para cualesquiera «, 3 € T, L. Entonces,
definimos la estructura simpléctica wy, en L como

wr()(X,Y) = B(X) = B(#n.q () = Hr(g)(e, 5).

A continuacion describiremos la foliacién caracteristica en los casos parti-
culares de una variedad simpléctica, cosimpléctica y de Lie-Poisson.
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3. Morfismos de Poisson y foliaciéon caracteristica

1. Variedades simplécticas: En este caso la foliacién caracterstica tiene una
sola hoja que resulta ser la propia variedad. Nétese que

#H(y)(T;M) = TyM , Vy e M.

2. Variedades cosimplécticas: Sea (M, ®,n) una variedad cosimpléctica. En-
tonces para todo y € M

#e) (T M) = {X, € T,M [ n(y)(X,) = 0}

En efecto, si oy, € T M, usando (2.10) y (2.11), deducimos que

1Y) F#nw) (o) = ‘P(y)(b_l(%); (n(y
= y) =

A
\_/
~—
~—

0

Ahora si X, € T, M tal que n(y)(X,) = 0. Veamos que
#uy) (0(Xy)) = Xy
Para todo o, € T/ M

oy (#n0) (0(X,))) = 2(y)(Xy,b (o) = —(i-1(0,) 2(Y))(X,) =
= oy (Xy) + ()0 (o) () (X,) = oy (X,)

Por consiguiente, la foliacién caracteristica de M es la distribucion regu-
lar completamente integrable n = 0. Nétese que si X, Y € X(M) tal que
n(X)=n(Y) =0, entonces

0=dn(X,Y) = X(n(Y)) =Y (n(X)) —n([X,Y])
esto es, n([X,Y]) = 0.

3. Variedades de Lie-Poisson: Sea G un grupo de Lie y g su algebra de Lie.
Consideramos la representacion coadjunta, esto es, la accién

Ad*:Gx g — ¢"

Ad* (@) (€) = a(T, 1,1 (€))

tal que /,-1 : G — G es el automorfismo
I-(g)=9""dg
si v € g*, una orbita de esta accién para « es el subconjunto
G-a={Ad)(a)| g€ G}
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3.3. Foliacién simpléctica de una variedad de Poisson

Uno puede probar que (ver, por ejemplo [[LibMarl|]
TAd(§)(&) = —a([¢,€T)
para todo a € g*, £, £ € gy donde e es el elemento neutro del grupo.

Por otra parte, la foliacién caracteristica estd generada por los hamilto-

nianos de funciones lineales en g*. Cualquier funcién lineal &: g* — R
tiene un unico ¢ € g asociado por la relacién

{(a)=a(f), Vaeg
Entonces para todo £’ € g

X_(@)(€) = all€ly) = TALL)(E).
Asi
#H(Q)Tag* = TeAdZ(g)
Usando el isomorfismo

G-a —G/G,
Adya — [g] (3.8)

donde G, es el subgrupo cerrado cerrado
Go={9€G | Adja = a}

Entonces G /G, es una variedad diferenciable tal que el isomorfismo
(3.8) es un difeomorfismo. Deducimos que

T.(G/Gy) =T.G/KerT.Ad, = T,(G - a)

ya que
T.Ady(g) = To(G - @)

En definitiva hemos visto que las hojas de la foliacion caracteristica son
las érbitas de la representacion coadjunta.

42



Apéndice

43






Apéndice A
El Teorema de Frobenius

El Teorema de Frobenius caracteriza las distribuciones completamente in-
tegrables en términos del corchete de Lie para campos de vectores.

Veamos algunas definiciones y resultados necesarios para comprender el
enunciado de dicho teorema.

Definicién A.0.4 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y r un
entero tal que r < n. Una distribucion r-dimensional en M es una aplicacion
que a cada punto xr € M asigna un subespacio r-dimensional €, del espacio
tangente T, M

crx — e, CT, M

Diremos que un distribucion € es diferenciable si existe un entorno U de x
y r campos de vectores X, ..., X, definidos en U tal que para todo y € U los
vectores X1(y), ..., X, (y) forman una base de ¢,.

El conjunto {Xy,...,X,} se dice que es una base local de la distribucion
en un entorno del punto x.

Un campo de vectores X en M se dice que pertenece a la distribucion € st
para todo x € M, X(x) € ¢,.

Se dice que una distribucion € es involutiva si existe una base local { X1, . .
X, } de la distribucion en un entorno de cada punto tal que

)

[XZaX]] = C,ZXk ) 1 S Za] S r
k=1

donde cfj son funciones diferenciables en dicho entorno.

Una variedad integral de una distribucion diferenciable € en M es una
subvariedad N de M tal que para todo y € N

T,i(T,N) C ¢,
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donde Tyi : TyN — T, M es la aplicacion lineal inducida por la inclusion
1: N — M.

Definicién A.0.5 Una distribucion diferenciable ¢ es completamente integra-

ble si para todo x € M existe una carta local (U, = (2*,...,2")), con x € U

tal que los r campos de vectores ——,i = 1,...,1 constituyen una base local

en U de €. En cualquier caso diremos que (U, p) es un sistema coordenado
adaptado a la distribucion.

En este caso, tenemos una variedad integral r-dimensional N tal que para
todoy € N se tiene que T,N = ¢,. En efecto, si (y*, ..., y") son las coordenadas
de y, entonces la variedad integral que pasa por y es el conjunto de los puntos
cuyas coordenadas satisfacen

ZET+1 _ yr—ﬁ-l?' - ,xn — yn
estoes, N =o' ({€ € o(U) : & =47, j =r+1,...,n}). De hecho, en este
caso la distribucion es involutiva pues

o 0

[axl7ax]] ) S4L)Isn

Entonces podemos concluir el siguiente resultado

Proposicion A.0.6 Toda distribucion completamente integrable es involuti-
va.

Estamos ahora en condiciones de enunciar la primera forma del Teorema
de Frobenius que permite afirmar que el reciproco de la anterior proposicién
es cierto.

Teorema A.0.7 (Frobenius) Sea ¢ una distribucion r-dimensional e involu-
tiva sobre una variedad diferenciable M de dimension n. Entonces, para cual-
quier punto xo € M ,existe un sistema coordenado (U, = (x',... 2™)) ciibico
de lado € centrado en el origen, alrededor de x¢, tal que la placa de U definida
por las ecuaciones

es una variedad integral de €.

Existe una segunda version del Teorema de Frobenius que es equivalente al
anterior. Sea ¢ : © — E,, una distribucién diferenciable de dimensién r sobre
una variedad diferenciable M de dimension n. Consideramos el subespacio
vectorial de 7'M de dimensiéon n —r

B ={w, € T:M : w,(X,) =0,VX, € E,}
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A. El Teorema de Frobenius

esto es, el anulador de E,.

La aplicacién € : x — E? es diferenciable. Como la distribucién ¢ es dife-
renciable, existen en un entorno de cada punto r campos de vectores diferencia-
bles X1, ..., X, tales que {X;(z)} determina una base del subespacio E,. Com-
pletamos hasta conseguir una base de T, M, {X;(x),..., X, (z), X;y1(2),.. .,
X, (z)}. Consideremos la base de 1-formas duales {w!,... w" W™ ... w"},
asf las n — r 1-formas w”*!, ... w" son diferenciables y constituyen una base
local para la distribucién €°.

Reciprocamente, una aplicacién diferenciable € : © — EY, siendo E?
un subespacio vectorial de dimensiéon n — r de Ty M, define una distribucion
diferenciable € : + — E, de dimension 7.

Enunciamos entonces la segunda forma del Teorema de Frobenius

Teorema A.0.8 Un sistema diferencial € de dimension r en una variedad
diferenciable de dimensién n, dado por un sistema diferencial € : v — E° un
subespacio de T; M, es completamente integrable, si y sélo si existe una base
local {w™, ... w"} de € y para todo w de €°, existen 1-formas diferenciables

ai, ..., tales que
n
dw = E o' Aw'
i=r+1

La nocién de distribucién puede generalizarse relajando la condicion de
que la dimensiéon del subespacio €, C T, M sea constante para todo x € M.
De forma mas precisa una distribucion generalizada sobre una variedad de
dimensién n es la aplicacién

eM—e, CT, M

tal que €, C T, M es un subespacio de T, M y para todo x € M existe un
entorno U de x y un ndmero finito de campos {X;(z), ..., X,.(z)} sobre U tal
que

g = (Xi(x),..., X (2))

Las nociones de distribuciéon involutiva y subvariedad integral son las mis-
mas que en el caso estandar. Sin embargo, este no es el caso de la propiedad
completamente integrable. La distribucion generalizada € es completamente in-
tegrable si existe una subvariedad integral conexa maximal L, de € (a L, se le
denomina hoja de € en x) tal que x € L,. Nétese que la dimensién de L, puede
variar con x y que este hecho establece la diferencia con el caso estandar. Una
distribuciéon generalizada completamente integrable es involutiva como en el
caso estandar. El reciproco no es cierto en general.

Pero dar un Teorema de Frobenius para distribuciones generalizadas es
necesario introducir la nocién de distribucion invariante. Se trata de una dis-
tribucién para la cual para todo campo de vectores X tangente a ¢ (esto es,
X(z) € e,, YV € M), satisface

Tp(esr) C ex(pe())

47



donde ¢y es el flujo del campo de vectores X.
Entonces el Teorema de Frobenius para distribuciones generalizadas esta-

blece que toda distribucién geenralizada, invariante es completamente integra-

ble (véase [Su]).
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