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2.4. El álgebra de Lie de las 1-formas en una variedad de Poisson . . 25
2.5. Teorema Splitting de Weinstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3. Morfismos de Poisson y foliación caracteŕıstica 33
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Introducción

En un sistema mecánico el espacio de fases de momentos se puede iden-
tificar con el fibrado cotangente T ∗Q de la variedad de configuración Q y el
hamiltoniano con una función sobre T ∗Q. La estructura clave sobre T ∗Q que
nos permite hacer una descripción intŕınseca de las ecuaciones de Hamilton es
la 2-forma simpléctica canónica de T ∗Q. Esta estructura nos permite definir
un corchete de funciones, el corchete de Poisson, que nos da información sobre
la evolución de un observable a lo largo de las trayectorias. En presencia de
un grupo de simetrias el sistema puede ser reducido a un nuevo sistema ha-
miltoniano que posee un corchete de funciones que describe de las ecuaciones
de Hamilton pero que no procede de una estructura simpléctica y, de hecho,
generalmente no está definido sobre el fibrado cotangente de una variedad.

En [Poi] Poisson definió por primera vez los corchetes de funciones que hoy
llevan su nombre como una herramienta para la descripción de la dinámica
del sistema. Posteriormente Jacobi [Ja] y Lie [Lie] hacen un exhaustivo estu-
dio algebraico y geométrico, respectivamente. Desde entonces, la geometŕıa de
Poisson ha sido un campo activo de la investigación con conexiones con apli-
caciones tan diversas como por ejemplo la mecánica de part́ıculas (ver [Arn],
[Lic] ó [MarWei]), teoŕıa de singularidades (véase por ejemplo [Var] ) o siste-
mas completamente integrables (véase [GelDik] ó [Kos]).

Destacamos aqúı los trabajos de Lichnerowiz (véase [Lic]) en donde se hace
un estudio geométrico, sistemático de las variedades de Poisson, esto es, va-
riedades que admiten un corchete de funciones antisimétrico que satisface la
identidad de Jacobi y que es una derivación en cada argumento.

En este trabajo pretendemos hacer una introducción a este tipo de varie-
dades profundizando en sus propiedades geométricas. El trabajo está estruc-
turado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 se desarrolla un ejemplo f́ısico
en el que aparece el concepto de corchete de Poissonal reducir el sistema. Se
trata del caso del comportamiento de los rayos ópticos. Este sistema está de-
terminado por el principio de Fermat el cual puede diseñar una formulación
hamiltoniana de los sistemas ópticos de rayos.

En el caṕıtulo 2 introducimos la noción de variedad de Poisson, carac-
terizándolas a partir del corchete de Poisson, la estructura de Poisson y los
campos hamiltonianos. Veremos tres ejemplos de variedades de Poisson: las
variedades simplécticas, las variedades cosimplécticas y el dual de un álgebra
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de Lie. Además, introducimos el álgebra de Lie de las 1-formas en una variedad
de Poisson, lo que nos permite caracterizar la estructura de Poisson en térmi-
nos de morfismos de álgebras de Lie. Finalizamos el caṕıtulo con el Teorema
Splitting de Weinstein que nos describe la estructura de Poisson (localmen-
te) como el producto cartesiano de una variedad simpléctica de dimensión 2k
(siendo K el rango de la estructura de Poisson) y una variedad de Poisson de
rango 0. También analizaremos cómo se aplica este resultado al caso de las
estructuras simpléctica, cosimpléctica y de Lie-Poisson.

Finalmente en el caṕıtulo 3, introduciremos la noción de morfismo de Pois-
son y probaremos sus distintas caracterizaciones. Presentamos algunos ejem-
plos de morfismos de Poisson, como los isomorfismos simplécticos, cosimplécti-
cos y los homomorfismos de álgebras de Lie. La noción de morfismo de Poisson
está asociado a un tipo de campos que se denominan campos de Poisson. En la
segunda parte del caṕıtulo, se comprobará que cualquier variedad de Poisson
posee una distribución generalizada completamente integrable, la foliación ca-
racteŕıstica, siendo cada una de sus hojas una variedad simpléctica. El capt́ulo
termina descubriendo la foliación caracteŕıstica en cada uno de los tres casos:
variedades simplécticas, cosimplécticas y Lie-Poisson.

El trabajo tiene un apéndice en el que se hace un breve resumen de los
resultados anteriores al Teorema de Frobenius para distribuciones y distribu-
ciones generalizadas.

El trabajo se finaliza con una breve recopilación bibliográfica sobre la
temática.
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Caṕıtulo 1

Un ejemplo motivante

1.1. El principio de Fermat

Es bien conocido que la Geometŕıa simpléctica es la herramienta funda-
mental que permite modelar geométricamente la formulación de la Mecánica
hamiltoniana y lagrangiana. Sin embargo, cuando realizamos algunos procesos
de reducción del sistema, no se puede inducir una estructura sobre el espacio
reducido y sólo se preserva en la reducción una estructura más general que
se denomina de Poisson. Este primer caṕıtulo esta dedicado a presentar un
ejemplo f́ısico que motiva la introducción de las variedades de Poisson.

En 1862 Fermat formuló el siguiente principio, que hoy se conoce como el
principio de Fermat

“El camino descrito por un rayo de luz entre dos puntos se realiza en un
tiempo mı́nimo”

Este principio es válido tanto para la luz que se desplaza entre dos es-
pejos, como para la que que atraviesa dos medios con diferentes ı́ndices de
refracción o la que se transmite en un medio con ı́ndice de refracción que vaŕıa
continuamente.

Un ejemplo real de esta última situación es el siguiente caso. Supongamos
que estamos en una carretera en el desierto. Al estar caliente el suelo, la tem-
peratura del aire más cercano al suelo disminuye a medida que aumenta la
altura. Esto causa que los rayos de luz solar no sigan trayectorias rectas de-
bido a una variación continua de los ı́ndices de refracción. Aśı algunos rayos
de luz que debeŕıan incidir en el suelo se curvan formando una trayectoria
convexa llegando a nuestros ojos como si el suelo lo hubiera reflejado, como
un espejismo. En las horas más calurosas la imagen del cielo parece venir del
asfalto de la carretera y da la sensación de que el suelo está mojado.
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1.1. El principio de Fermat

A continuación mostraremos que este principio y la geometŕıa que hay en-
torno a él es un antecedente de la Mecánica hamiltoniana y lagrangiana.

Primeramente daremos una descripción matemática de este principio. Pre-
viamente recordemos algunas nociones f́ısicas.

El tiempo que tarda la luz en recorrer una distancia r es t =
r

v
donde v es la

velocidad de la luz en ese medio (suponiendo v = cte). El ı́ndice de refracción
es una medida de la reducción de la velocidad de la luz al propagarse por un
medio homogéneo respecto de la velocidad que tendŕıa si se desplazara en el

vaćıo. De forma más precisa, el ı́ndice de refracción es el cociente n =
c

v
donde

c es la velocidad de la luz en el vaćıo, entonces t =
nr

c
. Si el ı́ndice de refracción

depende de la posición entonces

dt =
n(r)dr

c

Por tanto, buscamos el camino
→
r= (x, y, z) descrito por el rayo al pasar

del punto A al punto B que minimice el siguiente funcional

S =

∫ B

A

n(x, y, z)
√

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

Gran parte de los instrumentos ópticos tienen una ĺınea de luz, que se
denomina eje óptico, por donde se observa la imagen en un plano perpendicular
al eje. Escojamos el eje z coincidiendo con el eje óptico. Supongamos entonces
que (x, y) dependen de z. Entonces, se tiene que

S =

∫ zB

zA

n(x, y, z)
(√

(ẋ)2 + (ẏ)2 + 1
)
dz
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1. Un ejemplo motivante

donde ẋ =
dx

dz
e ẏ =

dy

dz
.

A la función L(x, y, ẋ, ẏ, z) = n(x, y, z)
√

1 + (ẋ)2 + (ẏ)2 se le llama la-
grangiano óptimo. Denotemos por q = (x, y) un punto perteneciente al plano
perpendicular al eje z, y por q̇ = (ẋ, ẏ). Supongamos para simplificar, que n
sólo depende de (x, y), es decir, el ı́ndice de refracción permanece constante a
lo largo del eje óptico. El tipo de medios en donde esto ocurre se llaman medios
de traslación invariante que son invariantes por traslaciones a lo largo del eje
óptico. Entonces el lagrangiano se puede expresar:

L(q(z), q̇(z)) = n(q)
√

1 + |q̇|2 (1.1)

y

S =

∫ zB

zA

L(q(z), q̇(z))dz

Aśı el principio de Fermat puede ser interpretado como la búsqueda de los
puntos cŕıticos del funcional

S : C∞(R,R2) −→ R

q(z) −→ S =

∫ zB

zA

L(q(z), q̇(z))dz

Los puntos cŕıticos de este funcional se caracterizan por ser las funciones
q ∈ C∞(R,R2) tales que

d

dε |ε=0
(S(

−
qε)) = 0 (1.2)

para toda aplicación diferenciable
−
q:]−ε0, ε0[×R −→ R2 tal que

−
q (0, z) = q(z),

−
q (ε, zA) = q(zA) y

−
q (ε, zB) = q(zB).

9



1.2. Formulación hamiltoniana de sistemas ópticos de rayos

Desarrollando la ecuación (1.2) resultan las siguientes relaciones

0 =
d

dε |ε=0

∫ zB

zA

L(
−
q (z, ε),

−̇
q(z, ε))dz =

=

∫ zB

zA

∂L
∂q

(q(z), q̇(z))
d
−
q (z, ε)

dε |ε=0
+
∂L

∂q̇
(q(z), q̇(z))

d
−̇
q(z, ε)

dε |ε=0

 dz =

=

∫ zB

zA

(
∂L

∂q
(q(z), q̇(z))− d

dz

∂L

∂q̇
(q(z), q̇(z))

)
d
−
q (z, ε)

dε |ε=0
dz +

+

∫ zB

zA

d

dz

∂L
∂q̇

(q(z), q̇(z))
d
−
q (z, ε)

dε |ε=0

 dz =

=

∫ zB

zA

(
∂L

∂q
(q(z), q̇(z))− d

dz

∂L

∂q̇
(q(z), q̇(z))

d
−
q (z, ε)

dε |ε=0

 dz +

+
∂L

∂q̇
(q(zB), q̇(zB))

dq(zB)

dε |ε=0
− ∂L

∂q̇
(q(zA), q̇(zA))

dq(zA)

dε |ε=0
.

por consiguiente concluimos que (1.2) es equivalente a

0 =

∫ zB

zA

(
∂L

∂q
(q(z), q̇(z))− d

dz

∂L

∂
·
q

(q(z), q̇(z))

)
d
−
q (z, ε)

dε |ε=0
dz

y, por tanto, como esta igualdad es cierta para cualquier
−
q, podemos deducir

las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂q
(q(z), q̇(z))− d

dz

∂L

∂q̇
(q(z), q̇(z)) = 0

Cualquier q(z) que satisface estas ecuaciones es un punto cŕıtico del fun-
cional S. Sustituyendo (1.1) en estas ecuaciones resulta

1√
1 + |q̇|2

d

dz

(
n(q)√
1 + |q̇|2

)
dq

dz
=
dn

dq
.

En definitiva, buscamos (q(z), q̇(z)) que sea solución de esta ecuación.

1.2. Formulación hamiltoniana de sistemas ópti-

cos de rayos

El momento óptico asociado a un rayo (q(z), z) que incide en la imagen de
una pantalla colocada perpendicularmente al eje z para un cierto valor z se
define como

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇) =

n(q)√
1 + |q̇|2

q̇ (1.3)
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1. Un ejemplo motivante

donde q̇(z) =
dq

dz
.

¿Qué representa geométricamente el momento óptico?

Observamos el siguiente dibujo en donde hemos colocado dos pantallas
entre las que pasa un rayo. Sea s el parámetro arco de r(z(s)) = (q(z(s), z(s))
Las pantallas son perpendiculares al eje z. Consideremos el vector

→
n (q(z), z) = n(q(z))

(
dq

ds
,
dz

ds

)
Notar que

dz

ds
=

1

||dr(z)

dz
||

=
1√

1 + |q̇|2

Entonces

→
n (q(z), z) = n(q(z))

(
dq

dz
· dz
ds
,
dz

ds

)
=

n(q(z))√
1 + |q̇|2

(
dq

dz
, 1

)
Aśı que el momento óptico representa la proyección a lo largo del eje óptico del
rayo sobre la imagen de la segunda pantalla. Por otra parte de (1.3) deducimos
que

|p|2 = n(q)2

(
1− 1

1 + |q̇|2

)

Si queremos deducir de p(z) el valor de q̇(z) debemos suponer que n(q(z), z)2−
|p(z)|2 > 0. En tal caso

q̇(z) =
dq

dz
=

p(z)√
n(q(z), z)2 − |p(z)|2

(1.4)
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1.2. Formulación hamiltoniana de sistemas ópticos de rayos

Definimos para todo p tal que |p| < n(q(z), z) la función hamiltoniana

H(q, p) = p
dq

dz
− L(q,

dq

dz
, z)

esto es, (ver (1.2),(1.3) y (1.4))

H(q, p) = −
√
n(q)2 − |p|2 = −n(q)cosθ (1.5)

con |p| = n(q)senθ.

Las ecuaciones de Hamilton de este sistema entonces son

q̇ =
∂H

∂p
=

1

H
p , ṗ = −∂H

∂q
= − 1

H
n
dn

dq

La variación de un observable F , esto es, el corchete de Poisson {F,H}
viene dado por

{F,H} =
∂F

∂q

1

H
p− 1

H
n
dn

dq

∂F

∂p

Adicionalmente consideraremos simetŕıas axiales sobre materiales de tras-
lación invariante, esto es, materiales sobre los que n(q) solo depende de la
distancia al eje óptico

n(q) = n(|q|)

Pasando a coordenadas polares (r, φ)

q = (x, y) = r(cosφ, senφ)

Entonces
(ẋ, ẏ) = (ṙcosφ− rφ̇senφ, ṙsenφ+ rφ̇cosφ) (1.6)

y por tanto

(ṙ, φ̇) = (ẋcosφ+ ẏsenφ, ẏ
cosφ

r
− ẋsenφ

r
)

Como

px =
∂L

∂ẋ
=
∂L

∂ṙ

dṙ

dẋ
+
∂L

∂φ̇

dφ̇

dẋ
= pr

dṙ

dẋ
+ pφ

dφ̇

dẋ

py =
∂L

∂ẏ
=
∂L

∂ṙ

dṙ

dẏ
+
∂L

∂φ̇

dφ̇

dẏ
= pr

dṙ

dẏ
+ pφ

dφ̇

dẏ

Aśı que

p = (px, py) = (prcosφ−
pφsenφ

r
, prsenφ+

pφcosφ

r
) (1.7)

Notar que |p|2 = pr
2 +

(pφ
r

)2

y p2
φ = |p|2|q|2 − (pq)2 = |p× q|2.
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1. Un ejemplo motivante

Luego pφ mide el área delimitada por p y q sobre la pantalla óptica.

Por otro lado, de (1.1) y (1.6) se tiene que la expresión del lagrangiano con
respecto a las coordenadas (r, φ, ṙ, φ̇) es

L = n(r)

√
1 + ṙ2 − r2φ̇2

y del hamiltoniano es entonces, (ver (1.5) y (1.7))

H = −
√
n(r)2 − pr2 −

(pφ
r

)2

(1.8)

Remarcamos que tanto el lagrangiano como el hamiltoniano no dependen de φ.

Las ecuaciones de Hamilton son entonces

dr

dz
=
pr
H

dpr
dz

= − 1

2H

d

dr

(
n(r)2 −

(pφ
r

)2
)

dφ

dz
= − pφ

Hr2

dpφ
dz

= 0

(1.9)

De la cuarta ecuación deducimos que pφ es constante.

El espacio de fases de este sistema mecánico es T ∗(R− {0})× S1 ×R con
coordenadas (r, pr, φ, pφ). Si observamos las anteriores ecuaciones de Hamilton,
estas pueden ser resueltas por partes considerando

dr

dz
= −pr

H
dpr
dz

= − 1

2H

d

dr

(
n(r)2 −

(pφ
r

)2
)

dpφ
dz

= 0

(1.10)

y luego desde las soluciones de estas ecuaciones deducir las soluciones de las
ecuaciones (1.9). El espacio donde se configuran las ecuaciones en (1.10) es
T ∗(R − {0}) × R ∼= (R − {0} × R2) que resulta ser difeomorfo al espacio
reducido (T ∗(R− {0})× S1 ×R)/S1 respecto de la acción

S1 × T ∗(R− {0})× S1 ×R ←→ T ∗(R− {0})× S1 ×R
(θ, (r, pr, φ, pφ)) ←→ (r, pr, θ + φ, pφ)

Además, la función Hamiltoniana sólo depende de las coordenadas sobre
este espacio (ver (1.8)). Por tanto, uno podŕıa sólo analizar las soluciones de
este sistema reducido T ∗(R− {0})×R ∼= (R− {0} ×R2).
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1.2. Formulación hamiltoniana de sistemas ópticos de rayos

Este espacio es de dimensión impar y, por consiguiente, no existe sobre
él una estructura simpléctica que nos permita describir las ecuaciones (1.10).
Una pregunta natural es si existe algún tipo de estructura geométrica intŕınse-
ca que nos permita describir estas ecuaciones sobre el espacio reducido. La
noción de estructura de Poisson es la respuesta a esta cuestión. Esta memoria
está dedicada a este tipo de estructuras.

En la Nota 2.3.7 describimos la estructura de Poisson que define las ecua-
ciones (1.10).
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Caṕıtulo 2

Variedades de Poisson y
Ejemplos

2.1. Variedades casi Poisson

Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Un corchete casi Poisson
sobre M es un cochete de funciones

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)

que satisface las siguientes propiedades:

(1) es R-bilineal

(2) antisimetŕıa, esto es, {f, g} = −{g, f}, para cualesquiera f, g, h ∈ C∞(M).

(3) la identidad de Leibniz, esto es,

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}

para cualquier f, g, h ∈ C∞(M).

A continuación veremos que el primer ejemplo de corchete de Poisson es
el inducido por un bivector y que, de hecho, cualquier corchete casi Poisson
está determinado por un bivector. Previamente recordaremos la noción de cor-
chete de Schouten-Nijenhuis.

Si M es una variedad arbitraria denotamos por Vp(M) el espacio de los
p-vectores, es decir, tensores contravariantes de tipo (p, 0) antisimétricos. Si
(V(M),∧) es el álgebra contravariante de Grassmann de M , entonces uno
puede definir una única extensión R-bilineal del corchete de campos de vectores

[·, ·] : Vp(M)× Vq(M) −→ Vp+q−1(M)

tal que verifica para cualesquiera X1, . . . , Xp ∈ X(M)

[X1 ∧ · · · ∧Xp, Q] =

p∑
i=1

(−1)i+1X1 ∧ · · · ∧
∧
Xi ∧ · · · ∧Xp ∧ [Xi, Q]
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2.1. Variedades casi Poisson

para cualquier Q ∈ Vp(M).

A esta operación se la conoce como corchete de Schouten-Nijenhuis y sa-
tisface las siguientes propiedades:

1. [P,Q] = (−1)pq[Q,P ]

2. [P,Q ∧R] = [P,Q] ∧R + (−1)pq+qQ ∧ [P,R]

3. (−1)p(r−1)[P, [Q,R]] + (−1)q(p−1)[Q, [R,P ]] + (−1)r(q−1)[R, [P,Q]] = 0

para cualesquiera P ∈ Vp(M), Q ∈ Vq(M), R ∈ Vr(M).

Nótese que el corchete de Schouten de campos de vectores es el corchete
estándar de campos de vectores. Además [f, g] = 0 y [f,X] = X(f) para
f, g ∈ C∞(M) y X ∈ X(M). Con estas relaciones y las propiedades 1. y 2. ca-
racterizamos el corchete de Schouten-Nijenhuis. También la siguiente relación
caracteriza el corchete de Schouten-Nijenhuis

i[P,Q]ω = (−1)q(p+1)iPd[iQω] + (−1)piQd[iPω]− i(P ∧Q)dω (2.1)

para todo P ∈ Vp(M), Q ∈ Vq(M), ω ∈ Ωp+q−1(M).

Como comentamos anteriormente, un primer ejemplo de corchete casi Poi-
sson es el determinado por un bivector Π sobre la variedad M. En este caso,
el corchete está definido como sigue

{f, g}Π = Π(df, dg) (2.2)

Las propiedades para ser un corchete casi Poisson se derivan de las de ser un
bivector sobre M. De hecho, en el siguiente resultado probaremos que cualquier
corchete casi Poisson se deriva de un bivector.

Proposición 2.1.1 Todo corchete casi Poisson determina un único bivector
Π que satisface (2.2).

Demostración. Consideremos el bivector caracterizado por (2.2). Este bi-
vector es tal por la antisimetŕıa del corchete y porque el corchete satisface la
identidad de Leibniz, con lo que se puede asegurar que Π es una derivación en
cada argumento. �

Sea (M, {·, ·}) una variedad casi Poisson. Tomando coordenadas locales
x1, . . . , xm en M, tenemos las funciones de estructura de la variedad casi Poi-
sson

πij(x) = {xi, xj}
Entonces, respecto de estas coordenadas, la expresión local del corchete y

del bivector de Poisson son respectivamente

{f, g} =
∑

πij(x)
∂f

∂xi

∂g

∂xj
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Π =
1

2

∑
πij(x)

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

Todo bivector Π∈V2(M), sobre la variedad M define el siguiente morfismo
entre el fibrado cotangente de M , T ∗M , y el fibrado tangente de M, TM

#Π : T ∗M −→ TM

αx −→ iαxΠ(x)

Por consiguiente tenemos una aplicación C∞(M)-lineal entre 1-formas y
campos de vectores sobre M dada por

#Π : Ω1(M) −→ X(M)

α −→ iαΠ

Nótese que esta aplicación está bien definida, esto es, para toda 1-forma
α sobre M , #(α) define una derivación con respecto al producto de funciones
sobre M .

Dada una variedad casi Poisson (M, {·, ·}) uno puede definir para cada
función h ∈ C∞(M), la aplicación

Xh : C∞(M) −→ C∞(M)

f −→ Xh(f) = {f, h} (2.3)

Nótese que

Xh = #Π(dh)

y, por tanto, Xh es un campo de vectores que se denomina campo hamiltoniano
de h respecto de la estructura casi Poisson Π.

2.2. El corchete de Poisson

Un corchete casi Poisson {·, ·} en una variedad M es de Poisson si satisface
la identidad de Jacobi, esto es,

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (2.4)

para cualesquiera f, g, h ∈ C∞(M).

En este caso al par (M, {·, ·}) se le denomina variedad de Poisson. El co-
rrespondiente bivector Π es entonces llamado estructura de Poisson.

Proposición 2.2.1 Un corchete casi Poisson sobre una variedad M es Poi-
sson si, y solo si, su bivector asociado Π satisface [Π,Π] = 0.
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2.2. El corchete de Poisson

Demostración. Para f, g, h ∈ C∞(M), usando (2.1) y (2.2) se tiene

i[Π,Π](df ∧ dg ∧ dh) = iΠ(diΠ(df ∧ dg ∧ dh)) + iΠ(diΠ(df ∧ dg ∧ dh)) =

= 2(iΠ(d{f, g} ∧ dh) + iΠ(d{h, f} ∧ dg) +

+ iΠ(d{g, h} ∧ df)) =

= 2[{{f, g}, h}+ {{h, f}, g}+ {{g, h}, f}] = 0,

lo que implica que
[Π,Π] = 0.

�
Una propiedad interesante de los campos hamiltonianos de una estructura

de Poisson es la siguiente

Proposición 2.2.2 Si (M,Π) es una variedad de Poisson entonces para toda
función f ∈ C∞(M)

LXf
Π = 0. (2.5)

En consecuencia Π se preserva a lo largo del flujo de cualquier campo hamil-
toniano, esto es

Π(x)(αx, βx) = Π(ϕ−t(x))(ϕ∗t (αx), ϕ
∗
t (βx))

para todo x ∈M , donde ϕt es el flujo de Xf .

Demostración. Este resultado se sigue del hecho de que para cualesquiera
g, h ∈ C∞(M) se tiene que

L#ΠdfΠ(dg, dh) = {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

�
Los campos hamiltonianos permiten caracterizar una estructura de Poisson

como sigue

Proposición 2.2.3 Sea Π un bivector sobre la variedad M , Π es una estruc-
tura de Poisson si, y sólo si, satisface la siguiente propiedad

[Xf , Xg] = −X{f,g} (2.6)

para cualquier f y g funciones sobre M .

Demostración. En efecto, usando (2.3), deducimos

([Xf , Xg] +X{f,g})(h) = Xf (Xg(h))−Xg(Xf (h)) +X{f,g}(h) =

= Xf ({h, g})−Xg({h, f}) + {h, {f, g}} =

= {{h, g}, f}+ {{f, h}, g}+ {h, {f, g}}.

Aśı, que (2.6) se satisface si, y sólo si, el corchete {·, ·} verifica la identidad
de Jacobi, esto es, es un corchete de Poisson. �
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

A continuación describiremos las relaciones que satisfacen las funciones de
estructura de la variedad de Poisson que definen un bivector de Poisson Π. Si

Π =
1

2

∑
πij(x)

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
entonces

n∑
h=1

(πhi
∂πjk
∂xh

+ πhj
∂πki
∂xh

+ πhi
∂πij
∂xh

) = 0

para i, j, k ∈ {1, . . . , n}.

2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

2.3.1. Variedades simplécticas

Una estructura simpléctica sobre una variedad diferenciable M de dimen-
sión 2n es una 2-forma ω cerrada y no degenerada, esto es,

dω = 0 y ω∧ (n. . . ∧ω 6= 0

En tal caso se dice que (M,ω) es una variedad simpléctica.

Sobre una variedad simpléctica (M,ω) se puede definir un corchete de Poi-
sson {·, ·} de la siguiente manera.

Consideremos el isomorfismo de fibrados vectoriales

[ : TM −→ T ∗M

Xx −→ [(Xx) = iXxω(x)

Este isomorfismo induce un isomorfismo de C∞(M)-módulos

[ : X(M) −→ Ω1(M)

X −→ iXω

Entonces el corchete de Poisson está definido por

{·, ·}ω : C∞(M)× C∞(M) −→ C∞(M)

(f, g) −→ {f, g} = ω(Xω
f , X

ω
g )

para f, g ∈ C∞(M) donde

Xω
f = [ω

−1(df) ∈ X(M) (2.7)

El bivector de Poisson es entonces

Πω(α, β) = ω([ω
−1(α), [ω

−1(β)) , #α(β) = i[−1
ω (α)ω([−1

ω (β)) = α([−1
ω (β))
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2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

para todo α, β ∈ Ω1(M).
El campo hamiltoniano asociado a una función h sobre M respecto de esta

estructura de Poisson es justamente el dado en (2.7).

Estamos interesados en dar las expresiones locales de la estructura de
Poisson, el corchete de Poisson y los campos hamiltonianos de una variedad
simpléctica. Para ello previamente recordamos el Teorema de Darboux.

Teorema 2.3.1 Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión 2n. Enton-
ces para cada punto p ∈ M existe una carta local (Up; (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn))
que contiene a p tal que

ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi (2.8)

Además por (2.8) se tiene que la expresión local de la estructura de Poisson
viene dada por

Πω =
n∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi

La expresión local del campo hamiltoniano es

Xω
h =

n∑
i=1

(
∂h

∂pi

∂

∂qi
− ∂h

∂qi
∂

∂pi
)

y, por consiguiente, el corchete de Poisson viene dado por

{f, g}ω =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
)

Una variedad de Poisson (M,Π) se dice no degenerada si

#x
Πω

: T ∗xM −→ T ∗xM

es un isomorfismo de espacios vectoriales para todo x ∈M .

Proposición 2.3.2 Toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson
no degenerada. Rećıprocamente toda variedad de Poisson no degenerada es
simpléctica.

Demostración. Evidentemente #Πω = −[−1
ω .

Si suponemos que (M,Π) es una variedad de Poisson no degenerada. Definimos
la 2-forma

ω(X, Y ) = Πx([ω(X), [ω(Y )),∀X, Y ∈ X(M)

Veamos que ω es cerrada y no degenerada.
Para ver que es cerrada comprobamos que para toda f, g, h ∈ C∞(M)

dω(Xf , Xg, Xh) = Xf (ω(Xg, Xh))−Xg(ω(Xh, Xf ))−Xh(ω(XF , Xg))−
− ω([Xf , Xg], Xh)− ω([Xg, Xh], Xf )− ω([Xh, Xf ], Xg) =

= 2({{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g}) = 0.
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Esta última igualdad es consecuencia de (2.6). Puesto que 〈Xf | f ∈ C∞(M)〉
genera TM deducimos que dω = 0. �

Nótese que la condición de que la estructura de Poisson es no degenerada
se traduce en la siguiente condición para el corchete

{f, g}(x) = 0,∀g ∈ C∞(M)⇔ df(x) = 0.

Esto es consecuencia de la igualdad

{f, g}(x) = Xg(x)(f) = df(x)(Xg(x)).

2.3.2. Variedades cosimplécticas

Una contrapartida en dimensión impar de las variedades simplécticas son
las variedades consimplécticas que se definen por una terna (M,Φ, η), donde
M es una variedad de dimensión impar 2n+ 1, Φ y η son una 2-forma cerrada
y una 1-forma cerrada, respectivamente, y η ∧ Φn es una forma de volumen.
Toda variedad cosimpléctica (M,Φ, η) induce un isomorfismo de fibrados vec-
toriales

[ : TM −→ T ∗M

Xx −→ [(Xx) = iXxΦ(x) + η(x)(Xx)η(x)

Si denotamos también por [ el correspondiente isomorfismo de C∞(M)-
módulos

[ : X(M) −→ Ω1(M)

X −→ [(X) = iXΦ + (iXη)η (2.9)

entonces el campo ξ = [−1(η) es llamado campo de Reeb de M y está caracte-
rizado por las siguientes relaciones

iξΦ = 0 y iξη = 1. (2.10)

Consideramos el bivector Π sobre M definido, para cualesquiera α, β ∈
Ω1(M), por

Π(α, β) = Φ([−1(α), [−1(β)). (2.11)

Entonces (M,Π) es una variedad casi Poisson y el corchete casi Poisson
viene definido por

{f, g} = Π(df, dg) = Φ([−1(df), [−1(dg)), ∀f, g ∈ C∞(M)

El campo hamiltoniano de f ∈ C∞(M) respecto de esta estructura casi
Poisson está caracterizado por

Xf (h) = Φ([−1(df), [−1(dh))
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2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

para h ∈ C∞(M).

De (2.10) se deduce que

df = i[−1(df)Φ + η([−1(df))η.

Usando esta relación y (2.10) tenemos que ξ(f) = η([−1(df)). Aśı que

df = i[−1(df)Φ + ξ(f)η

por consiguiente

Xf (h) = [−1(dh)(f)− ξ(f)ξ(h).

A continuación probaremos que toda variedad cosimpléctica es de Poisson.
Para ello precisamos de una generalización del Teorema de Darboux que pa-
samos a enunciar.

Teorema 2.3.3 Sea M una variedad de dimensión 2n+r y ω una 2-forma de
rango constante 2n. Entonces ω es cerrada si, y sólo si, para cada x ∈M existe
una carta (U, φ) de M en x tal que si (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, yn+1, . . . , yn+r) son
las coordenadas en U

ω =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

Usando el Teorema generalizado de Darboux tenemos que existen coorde-
nadas locales (t, q1, . . . , qm, p1, . . . , pn) de M tal que

Φ =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

Puesto que η es una 1-forma cerrada, por el Teorema de Poincare, es local-
mente exacta, entonces existe una coordenada t tal que

η = dt.

Del hecho que η ∧ Φn determine una forma de volumen, deducimos que
(t, q1, . . . , qm, p1, . . . , pn) determina un sistema de coordenadas locales sobre
M tal que

Φ =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi y η = dt.

Entonces usando (2.10) concluimos que ξ = ∂
∂t

. Por consiguiente en coor-
denadas locales se tiene que la expresión de la estructura casi Poisson y del
campo hamiltoniano son

Π =
n∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
, (2.12)
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Xh =
n∑
i=1

(
∂h

∂pi

∂

∂qi
− ∂h

∂qi
∂

∂pi
).

El corchete casi Poisson viene dado localmente por

{f, g} =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
),

para cualesquiera f, g ∈ C∞(M).

Notar que {t, f} = 0 para cualquier función f sobre el correspondiente
entorno de M , esto es, t es un Casimir de la estructura Π.

Proposición 2.3.4 El bivector definido en (2.11) define una estructura de
Poisson.

Demostración. Utilizando la expresión local del bivector casi Poisson Π (ver
(2.12)) se comprueba fácilmente que [Π,Π] = 0, por lo que podemos concluir
que Π es una estructura de Poisson. �

2.3.3. El dual de un álgebra de Lie

Sea (g, [·, ·]g) un álgebra de Lie de dimensión n. Denotamos por g∗ el álge-
bra dual. A continuación describiremos una estructura de Poisson sobre g∗.

Dadas dos funciones f, g ∈ C∞(g∗), las 1-formas df, dg pueden ser inter-
pretadas como aplicaciones df, dg : g∗ −→ (g∗)∗ ∼= g.

Entonces definimos {f, g} ∈ C∞(g∗) como la función sobre g∗ dada por

{f, g}(µ) = µ([df(µ), dg(µ)]g) (2.13)

para todo µ ∈ g∗.
A continuación describiremos este corchete en términos de los elementos de

una base de g∗

Proposición 2.3.5 Sea {v1, . . . , vn} una base del álgebra de Lie g y (µ1, . . . , µn)
las correspondientes coordenadas en g∗ respecto de la base dual {v1, . . . , vn} de
{v1, . . . , vn}. Entonces (2.13) es justamente el corchete

{f, g} =
n∑

i,j,k=1

ckijµk
∂f

∂µi

∂g

∂µj
(2.14)

donde ckij son las constantes de estructura de g, esto es, las constantes que
satisfacen

[vi, vj] =
n∑
k=1

ckijvk.

En consecuencia, el corchete dado en (2.13) es lineal.
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2.3. Ejemplos de variedades de Poisson

Demostración. Bajo la identificación (g∗)∗ ∼= g tenemos que para cualquier
µ ∈ g∗

df(µ) =
n∑
i=1

∂f

∂µi
(µ)vi y dg(µ) =

n∑
j=1

∂g

∂µj
(µ)vj

Entonces

{f, g} = µ([df(µ), dg(µ)]g) = µ(
n∑

i,j=1

∂f

∂µi

∂g

∂µj
[vi, vj]g) = µ(

n∑
i,j,k=1

ckij
∂f

∂µi

∂g

∂µj
vk)

Si µ =
n∑
h=1

µhv
h, entonces

{f, g} = (
n∑
h=1

µhv
h)(

n∑
i,j,k=1

cijk
∂f

∂µi

∂g

∂µj
vk) =

n∑
i,j,k=1

ckijµk
∂f

∂µi

∂g

∂µj
.

�
El corchete de funciones dado en (2.13) es R-lineal, antisimétrico y es una

derivación en cada argumento, por tanto, define una estructura casi Poisson Π.
Las funciones de estructura de Π vienen dadas de la siguiente manera en térmi-
nos de las constantes de estructura del álgebra de Lie g y las correspondientes
coordenadas sobre g∗.

πij(µ) = {µi, µj} =
n∑
k=1

ckijµk

Usando (2.14) y las propiedades de las constantes de estructura ckij del
álgebra de Lie g deducimos

Proposición 2.3.6 El cochete {·, ·} dado en (2.13) es un corchete de Poisson.

A la correspondiente estructura de Poisson Π se la denomina estructura de
Lie-Poisson. La expresión local en coordenadas de este bivector es

Π =
1

2

n∑
i,j,k=1

ckijµk
∂

∂µi
∧ ∂

∂µj

con ckij funciones de estructura de g respecto de una base µ1, . . . , µn.
Se tiene además que los campos hamiltonianos son de la siguiente forma

Xh =
n∑

i,j,k=1

ckijµk
∂h

∂µj

∂

∂µi

para h ∈ C∞(g∗).
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Nota 2.3.7 Retomemos el ejemplo motivante del Caṕıtulo 1. Consideremos
las funciones

e1 = r2, e2 = p2
r +

p2
θ

r2
, e3 = rpr.

Consideramos la estructura simpléctica ω = dr∧ dpr + dθ∧ dpθ. Respecto a
esta estructura, el correspondiente corchete de Poisson satisface las siguientes
igualdades

{e1, e2} = 4e3, {e2, e3} = −2e2, {e3, e1} = −2e1 (2.15)

y el resto de los corchetes entre los ei son nulos. Denotamos por ckij ∈ R los
elementos reales tales que

{ei, ej} = ckijek.

Estas constantes ckij satisfacen las condiciones de las constantes de estructura
de un álgebra de Lie. De hecho, si consideramos el grupo lineal especial SL(2)
de las matrices reales 2 × 2 con determinante 1, su álgebra de Lie sl(2) es
el álgebra de matrices reales 2 × 2, con traza 0, donde el corchete de Lie es
el conmutador. Una base para esta álgebra de Lie está definida por estas tres
matrices

E1 =

(
0 1
0 0

)
E2 =

(
0 0
1 0

)
E3 =

(
1 0
0 −1

)
Los conmutadores entre ellos son nulos salvo

[E1, E2] = E3, [E2, E3] = −2E2, [E3, E1] = −2E3

Si E1 = 1
2
e1, E2 = 1

2
e2 y E3 = e3 obtenemos las mismas relaciones que

(2.15).
El corchete de Poisson que define las ecuaciones (1.10) es la estructura

de Lie-Poisson inducida sobre el dual del álgebra de Lie cuyas constantes de
estructura son

c3
12 = 4, c2

23 = −2, c1
3,1 = −2

y el resto nulas.

2.4. El álgebra de Lie de las 1-formas en una

variedad de Poisson

Si (M,Π) es una variedad de Poisson. En esta sección introduciremos una
estructura de álgebra de Lie sobre el espacio de las 1-formas de M . Este cor-
chete de 1-formas, que denotamos por J·, ·K : Ω1(M) × Ω1(M) −→ Ω1(M)
está definido de la siguiente manera

Jα, βK = L#Παβ − L#Πβα− d(Π(α, β)) (2.16)

para cualesquiera α, β ∈ Ω1(M).
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Proposición 2.4.1 El corchete dado en (2.16) verifica las siguientes propie-
dades:

(a) Jdf, dgK = d{f, g} para cualesquiera f, g ∈ C∞(M)

(b) #Π : Ω1(M) −→ X(M) es un morfismo de C∞(M)- módulos que satisface

#ΠJα, βK = [#Πα,#Πβ] (2.17)

para todo α, β ∈ Ω1(M).

(c) (Ω1(M), J·, ·K) es un álgebra de Lie.

(d) #Π : (Ω1(M), J·, ·K) −→ (X(M), [·, ·]) es un morfismo de álgebras de Lie.

Demostración.

(a) Si f, g ∈ C∞(M) entonces

Jdf, dgK = L#Πdfdg − L#Πdgdf − d(Π(α, β)) =

= d{f, g} − d{g, f} − d{f, g} =

= d{f, g}

donde hemos usado la antisimetŕıa del corchete de Poisson {·, ·} y (2.2).

(b) Nótese en primer lugar que

Jα, βK = L#Παβ − i#Πβdα

para cualesquiera α, β ∈ Ω1(M). Entonces

#ΠJα, βK(f) = −Jα, βK(#Πdf) = −(L#Παβ − i#Πβdα)(#Πdf) (2.18)

Por otro lado,

(L#Παβ)(#Πdf) = (#Πα)(β(#Πdf))− β([#Πα,#Πdf ]) =

= −(#Πα)(#Πβ)(f)− β[#Πα,#Πdf ] (2.19)

y

dα(#Πβ,#Πdf) = (#Πβ)(α(#Πdf))− (#Πdf)(α(#Πβ))− α([#Πβ,#Πdf ])

= −(#Πβ)(#Πα(f))− (#Πdf)(α(#Πβ))−
− α([#Πβ,#Πdf ]) (2.20)

Entonces sustituyendo (2.19) y (2.20) en (2.18) tenemos que

#ΠJα, βK(f) = [#Πα,#Πβ](f)− (L#ΠdfΠ)(α, β) = [#Πα,#Πβ](f)

Concluimos que (2.17) se deduce entonces teniendo en cuenta (2.5).
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

(c) Para comprobar que (Ω1(M), J·, ·K) es un álgebra de Lie, bastará con que
el corchete sea bilineal, antisimétrico y verifique la identidad de Jacobi.

Las dos primeras propiedades se derivan de la definición de J·, ·K. Com-
probamos que la identidad de Jacobi para J·, ·K se satisface. En efecto,
aplicando (2.16), (2.17) y las propiedades de la derivada de Lie se tiene
que, para α, β, γ ∈ Ω1(M).

JJα, βK, γK = L#ΠJα,βKγ − L#ΠγJα, βK− dΠ(Jα, βK, γ) =

= L#ΠαL#Πβγ − L#ΠβL#Παγ − L#ΠγL#Παβ + L#ΠγL#Πβα +

+ L#ΠγdΠ(α, β)− dΠ(L#Παβ − L#Πβα− d(Π(α, β)), γ) =

= L#ΠαL#Πβγ − L#ΠβL#Παγ − L#ΠγL#Παβ + L#ΠγL#Πβα +

+ d(#Πγ(#Πα(β))) + d(L#Παβ)(#Πγ)− d(L#Πβα)(#Πγ)−
− d#Πγ(#Πα(β)) =

= L#ΠαL#Πβγ − L#ΠβL#Παγ − L#ΠγL#Παβ + L#ΠγL#Πβα +

+ d(#Πα(β(#Πγ)))− d(β([#Πα,#Πγ])−
− d(#Πβ(α(#Πγ))) + d(α([#Πβ,#Πγ]))

Análogamente deducimos las siguientes relaciones

JJγ, αK, βK = L#ΠγL#Παβ − L#ΠαL#Πγβ − L#ΠβL#Πγα + L#ΠβL#Παγ +

+ d(#Πγ(α(#Πβ)))− d(α([#Πγ,#Πβ])− d(#Πα(γ(#Πβ))) +

+ d(γ([#Πα,#Πβ]))

JJβ, γK, αK = L#ΠβL#Πγα− L#ΠγL#Πβα− L#ΠαL#Πβγ + L#ΠαL#Πγβ +

+ d(#Πβ(γ(#Πα)))− d(γ([#Πβ,#Πα])− d(#Πγ(β(#Πα))) +

+ d(β([#Πγ,#Πα]))

Sumando las tres expresiones deducimos la siguiente igualdad

JJα, βK, γK + JJβ, γK, αK + JJγ, αK, βK = d(dβ(#Πα,#Πγ)− L#ΠβΠ(α, γ)

Comprobemos entonces que

dβ(#Πα,#Πγ) = L#ΠβΠ(α, γ) (2.21)

Supongamos que β = gdf con g, f ∈ C∞(M). Entonces

L#ΠgdfΠ = #Πdg ∧#Πdf

Luego

L#ΠgdfΠ(α, γ) = (#Πdg∧#Πdf)(α, γ) = dg∧df(#Πα,#Πγ) = d(gdf)(#Πα,#Πγ)

Como gdf generan localmente el espacio de las 1-formas tenemos que J·, ·K
satisface la identidad de Jacobi.
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2.5. Teorema Splitting de Weinstein

(d) Es consecuencia directa de (b) y (c).

�
Finalmente comprobaremos que todo morfismo de álgebras de Lie de Ω1(M)

a X(M) caracteriza una estructura de Poisson sobre M .

Teorema 2.4.2 Sea # : T ∗M −→ T (M) un morfismo de fibrados. Entonces
sobre Ω1(M) consideramos el corchete

Jα, βK = L#αβ − L#βα− d(#α(β)),∀α, β ∈ Ω1(M)

Si (Ω1(M), J·, ·K) es un álgebra de Lie tal que

# : (Ω1(M), J·, ·K) −→ (X(M), J·, ·K)

es un morfismo de álgebras de Lie que verifica #(α)(α) = 0 para todo α ∈
Ω1(M), si y sólo si # induce una estructura de Poisson Π sobre M tal que

# = #Π.

Demostración. El bivector Π se define como sigue

Π(α, β) = #α(β) ,∀α, β ∈ Ω1(M)

Nótese de la condición #(α)(α) = 0 deducimos que Π es un bivector. Para ver
que Π es Poisson es suficiente comprobar que se verifica (2.6).
En efecto,

[Xf , Xg] = [#df,#dg] = #Jdf, dgK

Por otro lado,

Jdf, dgK = L#dfdg − L#dgdf − d(#df(g)) =

= d(#df(g))− d(#dg(f))− d(#df(g)) =

= dΠ(df, dg) = d{f, g}

Por tanto, concluimos que (2.6) se satisface. �

2.5. Teorema Splitting de Weinstein

En esta sección enunciaremos y demostraremos el Teorema Splitting de
Weinstein, que determinará la expresión local de una estructura de Poisson.
Veremos que localmente una variedad de Poisson es el producto cartesiano
de una variedad simpléctica de dimensión 2k por una variedad de Poisson de
rango 0 donde k es el rango de la estructura de Poisson.

Antes de enunciar el teorema vamos a probar el siguiente resultado que,
junto con el Teorema de Frobenius, será necesario para la demostración del
Teorema de Weinstein.
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

Teorema 2.5.1 (Flow box) Si X es un campo de vectores sobre una varie-
dad M de dimensión n, entonces para todo p ∈ M con X(p) 6= 0 existe un
entorno coordenado U tal que

X =
∂

∂y1

donde y1, . . . , yn son las correspondientes coordenadas en U .

Demostración. Sea (
−
U, ϕ) una carta coordenada de M en el punto x tal que

ϕ(p) = 0 ∈ Rn. Entonces en U la expresión de X es

X =
∑

fj(x)
∂

xj

Noto que puesto que X(p) 6= 0 podemos suponer que, tras un cambio de
coordenadas

f(0) = (1, 0, . . . , 0)

donde f = (f1, . . . , fn). Sea Φ(t, x) la solución del problema de valor inicial
dẋ

dt
= f(x)

x(0) = x

y sea Ψ la aplicación diferenciable en U definida por

Ψ(x1, . . . , xn) = Φ(x1, (0, x2, . . . , xn)).

Nótese que
∂

∂x1

Ψ(x) = f(Ψ(x))

y que Ψ(0, x2, . . . , xn) = (0, x2, . . . , xn)Por tanto, dΨ(0) es regular. Aśı, se tiene
que y = Ψ−1(x) determina un nuevo sistema de coordenadas.
Finalmente, ya que x = Ψ(y), tenemos

∂xj
∂y1

= fj(Ψ(y)) = fj(x)

En definitiva,

X =
∑

fj(x)
∂

∂xi
=
∑ ∂xj

∂y1

∂

∂xi
=

∂

∂y1

.

�
Ahora estamos en condiciones de poder demostrar el Teorema Splitting de

Weinstein. Dada una variedad de Poisson (M,Π), el rango de Π en el punto
x ∈M es el rango de la aplicación

#Π(x) : T ∗xM −→ TxM

Puesto que Π es antisimétrico entonces el rango de Π en x es un número
par.
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2.5. Teorema Splitting de Weinstein

Teorema 2.5.2 ([Wei]) En una variedad de Poisson (M,Π) de dimensión n,
para cada punto x ∈M , existe un entorno coordenado U de x, tal que

Π =
k∑
i

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
+

1

2

∑
i,j

ϕij(y)
∂

∂yi
∧ ∂

∂yj
y ϕ(x) = 0

donde k es el rango de Π en x y (q1, . . . , qk, p1, . . . , pk, y1, . . . , ys) son las co-
rrespondientes coordenadas en U .

Demostración. Probamos el teorema por inducción sobre ρ = rangΠ(x).
Si ρ = 0, hemos terminado, ya que las únicas coordenadas que tenemos son

(y1, . . . , yn).
Si ρ = 2, existen dos funciones f, g ∈ C∞(M) tal que {f, g} 6= 0. Sea

p1 = g, tenemos que

Xp1(f)(x) = {f, p1}(x) = {f, g} 6= 0

Aplicando el Teorema 2.5.1, existen coordenadas en M para la cuales
Xp1 ∈ X(M) es uno de los campos de vectores coordenados. Sea q1 la fun-
ción coordenada tal que Xp1 = ∂

∂q1 . Por consiguiente,

{q1, p1} = Xp1(q1) = 1 (2.22)

Los campos Xp1 y Xq1 son linealmente independientes en x y, por tanto,
en un entorno de x, ya que si Xp1(x) = λXq1 con λ ∈ R− {0}.

Xp1(q1)(x) = 1 y Xp1(q1)(x) = λXq1(q1)(x) = λ{q1, q1}(x) = 0

con lo que llegamos a una contradicción.

Veamos ahora que estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Frobe-
nius. Tomamos la distribuición 2-dimensional en M

ε : x −→ εx ⊂ TxM

εx = 〈Xp1(x), Xq1(x)〉

Además, sabemos que

[Xp1 , Xq1 ] = −X{p1,q1} = −X1 = 0

y por consiguiente la distribución ε es involutiva. Por tanto, aplicando el Teore-
ma de Frobenius existe un sistema coordenado (U,ϕ ≡ (y1, . . . , yn)) alrededor
de x, tal que tenemos una subvariedad N de M tal que para todo y ∈ N

Tyi(TyN) ⊆ 〈Xp1(y), Xq1(y)〉

De aqúı podemos encontrar funciones y1, . . . , yn−2 tal que
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2. Variedades de Poisson y Ejemplos

(a) dy1, . . . , dyn−2 son linealmente independientes.

(b) Como Xp1 y Xq1 son independientes, de (2.22) obtenemos que Xp1(yj) =
Xq1(yj) = 0, es decir, {yj, p1} = {yj, q1} = 0. Por tanto, tenemos coorde-
nadas tal que

Xq1 = − ∂

∂p1

, Xp1 =
∂

∂q1

Nótese que

dq1 ∧ dp1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyn−2 6= 0

ya que en caso contrario, esto es, si existe y ∈M tal que

(dq1 ∧ dp1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyn−2)(y) = 0

entonces contrayendo con los vectores Xq1(y), Xp1(y) y usando (2.22), deduci-
mos que

(dy1 ∧ · · · ∧ dyn−2)(y) = 0

Aplicando la identidad de Jacobi tenemos

{{yi, yj}, p1} = {{yi, yj}, q1} = 0

esto es, {yi, yj} solo dependen de los yi’s. De aqúı, la estructura de Poisson
seŕıa

Π =
∂

∂q1
∧ ∂

∂p1

+
1

2

∑
i,j

ϕij(y)
∂

∂yi
∧ ∂

∂yj

Si aplicamos el argumento anterior a la estructura de Poisson

1

2

∑
i,j

ϕij(y)
∂

∂yi
∧ ∂

∂yj

deducimos el teorema. �

Si estamos en el caso en el que el rango es localmente constante, entonces
ϕij = 0 y el siguiente resultado es un caso particular del teorema que acabamos
de probar.

Teorema 2.5.3 ([Lie]) Sean Π una estructura de Poisson sobre M y Πij(x)
sus funciones de estructura, que suponemos tienen rango constante. Entonces
para cada punto de M existe un sistema local de coordenadas tal que la matriz
(πij) es constante.

Comprobamos qué ocurre en el caso de cada uno de los ejemplos de variedad
de Poisson que hemos presentado en este caṕıtulo:
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2.5. Teorema Splitting de Weinstein

(a) Variedad simpléctica: En el caso de una variedad simpléctica, tenemos
que es una variedad de Poisson (M,Π) donde rangΠ = dimM = 2n en
cualquier punto. El Teorema de Splitting nos proporciona coordenadas
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) tal que

Π =
n∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
.

Nótese que en este caso ϕij(y) = 0.

(b) Variedad cosimpléctica: Si consideramos una variedad cosimpléctica de di-
mensión dimM = 2n + 1, rangΠ = 2n en todo punto. El Teorema de
Splitting nos asegura la existencia de coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t)
tal que

Π =
∑
i

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
.

También en este caso ϕij(y) = 0.

(c) Dual de un álgebra de Lie: Sea g∗ el dual de un álgebra de Lie de dimen-
sión n. Entonces rangΠ = n donde Π es la correspondiente estructura
de Lie-Poisson sobre g∗. Sea {v1, . . . , vn} una base de g y (µ1, . . . , µn) las
correspondientes coordenadas en g∗ respecto de la base dual {v1, . . . , vn}
de {v1, . . . , vn}. La forma normal de la estructura de Poisson es

Π =
1

2

n∑
i,j,k=1

ckijµk
∂

∂µi
∧ ∂

∂µj
,

ϕij(µ) = {µi, µj} = ckijµk y no tenemos coordenadas correspondientes a
“la parte simpléctica”.
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Caṕıtulo 3

Morfismos de Poisson y la
foliación caracteŕıstica de una
variedad de Poisson

En este caṕıtulo abordaremos el estudio de los morfismos de Poisson, esto
es, morfismos que “preservan” el corchete de Poisson de funciones. En la se-
gunda parte del caṕıtulo veremos como una variedad de Poisson puede verse
como una variedad foliada por hojas simplécticas.

3.1. Morfismos de Poisson

Definición 3.1.1 Sean (M, {·, ·}M) y (M ′, {·, ·}M ′) dos variedades de Poisson
y ϕ : M −→M ′ una aplicación diferenciable. Si para f ′, g′ ∈ C∞(M ′)

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ}M = {f ′, g′}M ′ ◦ ϕ

se dice que ϕ es un morfismo de Poisson. Si además ϕ es un difeomorfismo
entonces diremos que ϕ es un isomorfismo de Poisson.

A continuación daremos diversas caracterizaciones de los morfismos de Poi-
sson en términos de la estructura de Poisson Π y del homomorfismo de fibrados
vectoriales #Π : T ∗M −→ TM .

Proposición 3.1.2 Sean (M, {·, ·}M) y (M ′, {·, ·}M ′) dos variedades de Poi-
sson y ϕ : M −→ M ′ una aplicación diferenciable. Si Π y Π′ denotan las
estructuras de Poisson inducidas por {·, ·}M y {·, ·}M ′, las siguientes propie-
dades son equivalentes:

(a) ϕ es un morfismo de Poisson.

(b) Para cada q ∈M , Tqϕ ◦#Π ◦ T ∗q ϕ = #Π′

(c) Para todo α′, β′ ∈ Ω1(M)

Π(ϕ∗(α′), ϕ∗(β′)) = Π′(α′, β′) ◦ ϕ.
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3.1. Morfismos de Poisson

Demostración. Supongamos que se satisface (a). Para probar (b) es suficiente
probar que para todo q ∈M

Tqϕ(#Π(T ∗q ϕ(df ′(ϕ(q)))) = #Π′(df
′(ϕ(q)))

para todo f ′ ∈ C∞(M ′)
Sea v ∈ TqM , entonces

T ∗q ϕ(df ′(ϕ(q)))(v) = df ′(ϕ(q))(Tqϕ(v)) = Tq(f
′ ◦ ϕ)(v)

por consiguiente para todo g′ ∈ C∞(M ′)

Tqϕ(#ΠT
∗
q ϕ(df ′(ϕ(q))))(g′) = Tqϕ(#ΠTq(f

′ ◦ ϕ))(g′) = #Π(Tq(f
′ ◦ ϕ))(Tq(g

′ ◦ ϕ)) =

= {f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ}M(q) = {f ′, g′}M ′ ◦ ϕ(q) =

= #Π′df
′(ϕ(q))(g)

Luego (b) se satisface.
Para probar que (b)⇒ (c) consideramos α′, β′ ∈ T ∗ϕ(q)M

′

Π(q)(T ∗q ϕ(α′), T ∗q ϕ(β′)) = Tqϕ#Π(T ∗ϕ(q)ϕ(α′))(β′) =

= #Π′(α
′)(β′) = Π′(ϕ(q))(α′, β′)

Finalmente comprobamos que (c)⇒ (a). Sean f ′, g′ ∈ C∞(M ′) se sigue que

Π(ϕ∗(df ′), ϕ∗(dg′)) = Π′(df ′, dg′) ◦ ϕ

o equivalentemente

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ}M(q) = {f ′, g′}M ′(ϕ(q))

esto es, ϕ es un morfismo de Poisson. �

A continuación veremos algunos ejemplos de morfismos de Poisson

(1) Simplectomorfismos : Sea ϕ : M −→ M ′ una aplicación diferenciable. Su-
pongamos que ω (respectivamente ω′) es una estructura simpléctica sobre
M (respectivamente sobre M ′). Entonces ϕ es simpléctica si

ϕ∗(ω′) = ω

Si ϕ es un difeomorfismo entonces ϕ es un simplectomorfismo. Todo sim-
plectomorfismo es un isomorfismo de Poisson. En efecto, para todo f ′, g′ ∈
C∞(M ′)

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ}M = ω(Xf ′◦ϕ, Xg′◦ϕ) = ϕ∗ω′(Xf ′◦ϕ, Xg′◦ϕ) (3.1)

Veamos que para todo q ∈M

Tqϕ(Xf ′◦ϕ(q)) = Xf ′(q) (3.2)
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3. Morfismos de Poisson y foliación caracteŕıstica

En efecto, para todo v ∈ TqM

ω′ϕ(q)(Tqϕ(Xf ′◦ϕ(q)), Tqϕ(v)) = ωq(Xf ′◦ϕ(q), v) = v(f ′ ◦ ϕ)(q)

= Tqϕ(v)(′f)(ϕ(q)) = ω′ϕ(q)(Xf ′(ϕ(q)), Tqϕ(v))

Como Tqϕ(v) cubre todo Tϕ(q)M
′ obtenemos (3.2). Sustituyendo en (3.1)

deducimos que

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ} = ω′(Xf ′ , Xg′) ◦ ϕ = {f ′, g′}M ′ ◦ ϕ

En general si ϕ es solo un morfismo simpléctico entonces puede ser que ϕ no
sea un morfismo de Poisson. El siguiente ejemplo muestra esta situación.
Si M1 es un punto con forma simpléctica nula y M2 es una variedad con
dimensión no nula entonces ϕ : M1 −→ M2 es un morfismo simpléctico
pero no de Poisson.

(2) Isomorfismos cosimplécticos : Sea ϕ : M −→ M ′ una aplicación diferen-
ciable. Supongamos que (Φ, η) (respectivamente (Φ′, η′)) es una variedad
cosimpléctica sobre M (respectivamente sobre M ′). Entonces ϕ es un mor-
fismo cosimpléctico si

ϕ∗(Φ′) = Φ y ϕ∗(η′) = η (3.3)

Si ϕ es un difeomorfismo entonces ϕ es un isomorfismo cosimpléctico. Como
en el caso de los simplectomorfismos, todo isomorfismo cosimpléctico es un
isomorfismo Poisson. Lo comprobamos, sean f ′, g′ ∈ C∞(M ′)

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ}M = Φ([−1(d(f ′ ◦ ϕ)), [−1(d(g′ ◦ ϕ))) =

= ϕ∗Φ′([−1(d(f ′ ◦ ϕ)), [−1(d(g′ ◦ ϕ))) (3.4)

Veamos entonces que

Tqϕ([−1(d(f ′ ◦ ϕ))(q)) = [′−1(df ′)(ϕ(q)) (3.5)

En efecto, sea v ∈ TqM Denotamos por u = Tqϕ([−1(df ′◦ϕ))(q)). Entonces

[′(u)(Tqϕ(v)) = iuΦ
′(ϕ(q))(Tqϕ(v)) + η′ϕ(q)(u)η′ϕ(q)(Tqϕ(v)) =

= Φ′(ϕ(q))(u, Tqϕ(v)) + η′(ϕ(q))(u)η′(ϕ(q))(Tqϕ(v))

por consiguiente, usando (3.3)

[′(Tqϕ(v)) = Φ′(ϕ(q))([−1(d(f ′ ◦ ϕ)(q), v) + η′(q)[−1(d(f ′ ◦ ϕ)(q))η′(q)(v) =

= d(f ′ ◦ ϕ)(q)(v) = Tqϕ(v)(f ′) = df ′(q)(Tqϕ(v))

En definitiva, hemos probado (3.5).

Al igual que en el ejemplo anterior, como Tqϕ(v) cubre todo Tϕ(q)M
′ ob-

tenemos (3.5). Si sustituimos en (3.4)

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ}M = Φ′([−1(df ′), [−1(dg′)) ◦ ϕ = {f ′, g′}M ′ ◦ ϕ

También como en el caso simpléctico un morfismo cosimpléctico no es, en
general, un morfismo de Poisson.
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3.2. Campos de Poisson

(3) Homomorfismos de álgebras de Lie: Supongamos que ϕ : g −→ g′ es un
homomorfismo de álgebras de Lie, entonces el homomorfismo traspuesto
ϕ∗ : (g′)∗ −→ g∗ es un morfismo de Poisson entre las correspondientes
estructuras de Poisson. En efecto

{f ◦ ϕ∗, g ◦ ϕ∗}g′∗ = {f, g}g∗ ◦ ϕ∗ (3.6)

Sea µ′ ∈ (g′)∗

{f ◦ ϕ∗, g ◦ ϕ∗}g∗(µ′) = µ′([d(f ◦ ϕ∗)(µ′), d(g ◦ ϕ∗)(µ′)]g′)

{f, g}g∗ ◦ ϕ∗(µ′) = ϕ∗(µ′)[df(ϕ∗(µ′)), dg(ϕ∗(µ′))]g = µ′(ϕ([df(ϕ∗(µ′)), dg(ϕ∗(µ′))]g) =

= µ′[ϕ(df(ϕ∗(µ′))), ϕ(dg(ϕ∗(µ′)))]g′

y, como se cumple la igualdad,

d(f ◦ ϕ∗)(µ′) = ϕ((df)(ϕ∗(µ′)))

tenemos que se verifica (3.6).

3.2. Campos de Poisson

Definición 3.2.1 Sean (M, {·, ·}) una variedad de Poisson y Π el correspon-
diente 2-vector de Poisson. Un campo de vectores X ∈ X(M) se dice que es
un campo de vectores de Poisson si es un automorfismo infinitesimal de la
estructura de Poisson, es decir,

LXΠ = 0.

A continuación veremos una interpretación geométrica de lo que es un
campo de Poisson.

Proposición 3.2.2 Sea (M, {·, ·}) una variedad de Poisson y X ∈ X(M) un
campo de vectores. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es un campo de vectores de Poisson.

(b) El flujo (local) ϕt : M −→M de X es un isomorfismo de Poisson.

(c) Para cualesquiera f, g ∈ C∞(M)

X{f, g} = {X(f), g}+ {f,X(g)} (3.7)
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3. Morfismos de Poisson y foliación caracteŕıstica

Demostración. Fijamos t0 ∈ R. Entonces ϕt0 : M −→M es un difeomorfis-
mo y, por tanto, Tϕt0Π determina un bivector sobre M caracterizado por

Tϕt0Π(α, β) = Π(ϕ∗t0(α), ϕ∗t0(β))

con α, β ∈ Ω1(M).
De igual forma podemos considerar el bivector Tϕt0(LXΠ). Entonces

LXTϕt0Π = Tϕt0LXΠ.

En efecto

LXTϕt0Π(α, β) = X(Tϕt0Π(α, β))− Tϕt0Π(LXα, β)− Tϕt0Π(α,LXβ) =

= X(ϕ∗t0(α), ϕ∗t0(β))− Π(ϕ∗t0(LXα), β)− Π(α, ϕ∗t0(LXβ))

como ϕ∗t0LXγ = LXϕ∗t0γ para cualquier γ ∈ Ω1(M). Entonces

LXTϕt0Π(α, β) = LXΠ(ϕ∗t0(α), ϕ∗t0(β)) = Tϕt0LXΠ(α, β)

Además usando que

LXP (q) =
d

dt |t=0
Tϕt(q)ϕ−t(P (ϕt(q)))

Aśı que

0 = LXTϕt0Π(q) =
d

dt |t=0
(Tϕt(q)ϕ−t)(Tϕt0Π(ϕt(q))) =

=
d

dt |t=0
(Tϕt−t0 (q)ϕt0−t)(Π(ϕt−t0(q))) =

d

dt |t=t0
(Tϕt(q)ϕ−t)(Π(ϕt(q)))

Entonces,

(Tϕt(q)ϕ−t)(Π(ϕt(q))) = (Tϕ0(q)ϕ0)(Π(ϕ0(q))) = Π(q)

para cualquier t y todo q ∈M , lo que quiere decir que

Tqϕt(Π(q)) = Π(ϕ(q))

Esto es, ϕt es un isomorfismo de Poisson.
Para comprobar que (b)⇒ (a), usamos que

Tqϕt(Π(q)) = Π(ϕt(q)),∀t

tenemos entonces que

Tϕt(q)ϕ−t(Π(ϕt(q))) = Π(q)

Aśı

LXΠ(q) =
d

dt |t=0
Tϕt(q)ϕ−t(Π(ϕt(q))) =

d

dt |t=0
Π(q) = 0

37



3.2. Campos de Poisson

Nótese que para cualesquiera dos funciones f, g ∈ C∞(M) se tiene

LXΠ(df, dg) = X(Π(df, dg))− Π(LXdf, dg)− Π(df,LXdg) =

= X(Π(df, dg))− Π(dX(f), dg)− Π(df, dX(g)) =

= X{f, g} − {X(f), g} − {f,X(g)}

�

Si Xf es un campo hamiltoniano ,

Xf{h, g} = {{h, g}, f} = −{{f, h}, g} − {{g, f}, h} =

= {Xf (h), g}+ {h,Xf (g)}

Aśı, cada campo hamiltoniano es un campo de vectores de Poisson. En parti-
cular, el flujo de un campo hamiltoniano está compuesto por isomorfismos de
Poisson. Este hecho nos permite dar la siguiente caracterización de un morfismo
de Poisson

Proposición 3.2.3 Sean (M, {·, ·}M) y (M ′, {·, ·}M ′) dos variedades de Poi-
sson y ϕ : M −→ M ′ una aplicación diferenciable. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) ϕ es un morfismo de Poisson.

(b) Para cada f ′ ∈ C∞(M ′) y cada q ∈M ,

Tqϕ(Xf ′◦ϕ(q)) = Xf ′(ϕ(q))

Demostración. Probaremos que para dos funciones f ′, g′ ∈ C∞(M ′) se tiene
la siguiente equivalencia

{f ′ ◦ ϕ, g′ ◦ ϕ} = {f ′, g′} ◦ ϕ⇔ Tqϕ(Xf ′◦ϕ(q)) = X ′f ′(ϕ(q)),∀q ∈M

Ya que la primera condición implica que ϕ es un morfismo de Poisson, por
la Proposición 4.1.2 el resultado estaŕıa probado. La anterior equivalencia se
deriva de estas igualdades

Tqϕ(Xf ′◦ϕ(q))(g′) = Xf ′◦ϕ(g′ ◦ ϕ)(q) = {g′ ◦ ϕ, f ′ ◦ ϕ}(q)

X ′f ′(ϕ(q)) = {g′, f ′}′ ◦ ϕ(q)

para todo g′ ∈ C∞(M ′). �
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3. Morfismos de Poisson y foliación caracteŕıstica

3.3. Foliación simpléctica de una variedad de

Poisson

En esta sección probaremos que toda variedad de Poisson posee una distri-
bución completamente integrable cuyas hojas son variedades simplécticas.

Definición 3.3.1 Sean (M, {·, ·}) una variedad de Poisson, Π la correspon-
diente estructura de Poisson y q ∈ M un punto. La imagen de #Π(q) = Cq se
denomina espacio caracteŕıstico en el punto q.

Nótese que la dimensión de Cq coincide con el rango de #Π en q. Aśı, la
dimensión del espacio caracteŕıstico es siempre par. Si rang#Π(q) = dimM
decimos que Π es no degenerado en el punto q. Además, si el rango de #Π(q)

no depende del punto q decimos que Π es una estructura de Poisson regular.

Otra manera de describir el espacio caracteŕıstico es en términos de los
campos hamiltonianos:

Cq = 〈Xf (q) | f ∈ C∞(M)〉

Es inmediato que las dos definiciones son equivalentes.

El espacio caracteŕıstico Cq de una variedad de Poisson M , induce una
distribución generalizada (ver apéndice). En efecto,

q ∈M −→ Cq ⊆ TqM

es una distribución generalizada ya que está generada por los campos hamil-
tonianos. La denotamos por C. El siguiente resultado prueba que C es una
foliación generalizada en M (ver Apéndice) y que la hoja de C a través de cada
punto de M admite una estructura simpléctica.

Teorema 3.3.2 La distribución caracteŕıstica C de una variedad de Poisson
M es completamente integrable y la estructura de Poisson induce estructuras
simplécticas en sus hojas.

Demostración. En primer lugar, probaremos que C es invariante y por el
Teorema de Frobenius generalizado (ver Apéndice) deducimos que es comple-
tamente integrable. Tenemos que ver que para cualesquiera f, g ∈ C∞(M)

Txϕ
Xf

t (Xg(x)) ∈ C
ϕ
Xf
t (x)

donde ϕ
Xf

t es el flujo del campo hamiltoniano Xf . En efecto, usando la Pro-
posición 2.2.2 tenemos que

LXf
Π = 0
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3.3. Foliación simpléctica de una variedad de Poisson

y por tanto, de la Proposición 4.2.2

Txϕ
Xf

t (Xq(x)) = X
g◦(ϕ

Xf
t )−1

(ϕ
Xf

t (x)) ∈ C
ϕ
Xf
t (x)

En consecuencia existe una hoja que pasa a través de cada punto de M .
Vamos a probar que cada una de estas hojas tiene una estructura simpléctica.
Sea L una hoja, entonces {·, ·} induce una estructura de Poisson en L como
sigue

{·, ·}L : C∞(L)× C∞(L) −→ C∞(L)

(f, g) −→ {f, g}L = {
∼
f,
∼
g}

donde
∼
f,
∼
g∈ C∞(M) son tales que

∼
f |L= f y

∼
g|L= g. Si q ∈ L tenemos,

{g, f}L(q) = X∼
f
(
∼
g)(q) = (T0ϕ

X∼
f

q )(
∼
g)

donde ϕ
X∼

f
q es la curva integral del campo de vectores X∼

f
con condiciones

iniciales q ∈ L. En particular, si la condición inicial está en L, la curva integral
completa permanece en L y {·, ·}L solo depende de g. Igualmente si inter-
cambiamos f y g obtenemos que {·, ·}L solo depende de f , por tanto, {·, ·}L
está bien definido. Por otra parte, es sencillo comprobar que {·, ·}L es R-
bilineal, antisimétrico y satisface las identidades de Jacobi y de Leibniz. Aśı,
{·, ·}L es un corchete de Poisson en la hoja L. Finalmente, probaremos que tal
estructura de Poisson es no degenerada y por la Proposición 2.3.1 concluimos
que es simpléctica. Para ello, mostramos que #ΠL(q) : T ∗q L −→ TqL es un
isomorfismo, siendo ΠL el bivector de Poisson sobre L. En efecto,

TqL = 〈X∼
f
(q) |

∼
f∈ C∞(M)〉 = 〈Xf (q) | f ∈ C∞(L)〉 = #ΠL(q)(T

∗
q L)

esto es, #ΠL(q) es sobre. Ya que dimT ∗q L = dimTqL, #ΠL(q) es un isomorfismo.
Por tanto, {·, ·}L es no degenerado. �

Definición 3.3.3 Las hojas de la foliación caracteŕıstica son conocidas como
hojas simplécticas de la variedad de Poisson M .

De hecho, la estructura simpléctica de la hoja L se puede describir como
sigue. Usando que #ΠL(q) es biyectiva, para dos vectores X, Y ∈ TqL tenemos
X = #ΠL(q)(α) y Y = #ΠL(q)(β) para cualesquiera α, β ∈ T ∗q L. Entonces,
definimos la estructura simpléctica ωL en L como

ωL(q)(X, Y ) = β(X) = β(#ΠL(q)(α)) = ΠL(q)(α, β).

A continuación describiremos la foliación caracteŕıstica en los casos parti-
culares de una variedad simpléctica, cosimpléctica y de Lie-Poisson.
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3. Morfismos de Poisson y foliación caracteŕıstica

1. Variedades simplécticas : En este caso la foliación caracterśtica tiene una
sola hoja que resulta ser la propia variedad. Nótese que

#Π(y)(T
∗
yM) = TyM , ∀y ∈M.

2. Variedades cosimplécticas : Sea (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica. En-
tonces para todo y ∈M

#Π(y)(T
∗
yM) = {Xy ∈ TyM | η(y)(Xy) = 0}

En efecto, si αy ∈ T ∗yM , usando (2.10) y (2.11), deducimos que

η(y)(#Π(y)(αy)) = Φ(y)([−1(αy), [
−1(η(y))) =

= Φ(y)([−1(αy), ξ(y)) = 0

Ahora si Xy ∈ TyM tal que η(y)(Xy) = 0. Veamos que

#Π(y)([(Xy)) = Xy.

Para todo αy ∈ T ∗yM

αy(#Π(y)([(Xy))) = Φ(y)(Xy, [
−1(αy)) = −(i[−1(αy)Φ(y))(Xy) =

= αy(Xy) + η(y)([−1(αy))η(y)(Xy) = αy(Xy)

Por consiguiente, la foliación caracteŕıstica de M es la distribución regu-
lar completamente integrable η = 0. Nótese que si X, Y ∈ X(M) tal que
η(X) = η(Y ) = 0, entonces

0 = dη(X, Y ) = X(η(Y ))− Y (η(X))− η([X, Y ])

esto es, η([X, Y ]) = 0.

3. Variedades de Lie-Poisson: Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie.
Consideramos la representación coadjunta, esto es, la acción

Ad∗ : G× g∗ −→ g∗

Ad∗(α)(ξ) = α(TeIg−1(ξ))

tal que Ig−1 : G −→ G es el automorfismo

Ig−1(g′) = g−1g′g

si α ∈ g∗, una órbita de esta acción para α es el subconjunto

G · α = {Ad∗g(α) | g ∈ G}
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3.3. Foliación simpléctica de una variedad de Poisson

Uno puede probar que (ver, por ejemplo [[LibMar]]

TeAd
∗
α(ξ)(ξ′) = −α([ξ, ξ′])

para todo α ∈ g∗, ξ, ξ′ ∈ g y donde e es el elemento neutro del grupo.

Por otra parte, la foliación caracteŕıstica está generada por los hamilto-

nianos de funciones lineales en g∗. Cualquier función lineal
−
ξ : g∗ −→ R

tiene un único ξ ∈ g asociado por la relación

−
ξ (α) = α(ξ) , ∀α ∈ g∗

Entonces para todo ξ′ ∈ g

X−
ξ
(α)(ξ′) = α([ξ, ξ′]g) = TeAd

∗
α(ξ)(ξ′).

Aśı
#Π(α)Tαg

∗ = TeAd
∗
α(g).

Usando el isomorfismo

G · α −→ G�Gα

Ad∗gα −→ [g] (3.8)

donde Gα es el subgrupo cerrado cerrado

Gα = {g ∈ G | Ad∗gα = α}

Entonces G�Gα es una variedad diferenciable tal que el isomorfismo
(3.8) es un difeomorfismo. Deducimos que

Te(G�Gα) ∼= TeG�Ker TeAd∗α ∼= Tα(G · α)

ya que
TeAd

∗
α(g) ∼= Tα(G · α)

En definitiva hemos visto que las hojas de la foliación caracteŕıstica son
las órbitas de la representación coadjunta.
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Apéndice A

El Teorema de Frobenius

El Teorema de Frobenius caracteriza las distribuciones completamente in-
tegrables en términos del corchete de Lie para campos de vectores.

Veamos algunas definiciones y resultados necesarios para comprender el
enunciado de dicho teorema.

Definición A.0.4 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y r un
entero tal que r ≤ n. Una distribución r-dimensional en M es una aplicación
que a cada punto x ∈ M asigna un subespacio r-dimensional εx del espacio
tangente TxM

ε : x −→ εx ⊂ TxM

Diremos que un distribución ε es diferenciable si existe un entorno U de x
y r campos de vectores X1, . . . , Xr definidos en U tal que para todo y ∈ U los
vectores X1(y), . . . , Xr(y) forman una base de εy.

El conjunto {X1, . . . , Xr} se dice que es una base local de la distribución
en un entorno del punto x.

Un campo de vectores X en M se dice que pertenece a la distribución ε si
para todo x ∈M , X(x) ∈ εx.

Se dice que una distribución ε es involutiva si existe una base local {X1, . . . ,
Xr} de la distribución en un entorno de cada punto tal que

[Xi, Xj] =
r∑

k=1

ckijXk , 1 ≤ i, j ≤ r

donde ckij son funciones diferenciables en dicho entorno.

Una variedad integral de una distribución diferenciable ε en M es una
subvariedad N de M tal que para todo y ∈ N

Tyi(TyN) ⊆ εy
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donde Tyi : TyN −→ TyM es la aplicación lineal inducida por la inclusión
i : N −→M .

Definición A.0.5 Una distribución diferenciable ε es completamente integra-

ble si para todo x ∈M existe una carta local (U,ϕ ≡ (x1, . . . , xn)), con x ∈ U
tal que los r campos de vectores

∂

∂xi
, i = 1, . . . , r constituyen una base local

en U de ε. En cualquier caso diremos que (U,ϕ) es un sistema coordenado
adaptado a la distribución.

En este caso, tenemos una variedad integral r-dimensional N tal que para
todo y ∈ N se tiene que TyN = εy. En efecto, si (y1, . . . , yn) son las coordenadas
de y, entonces la variedad integral que pasa por y es el conjunto de los puntos
cuyas coordenadas satisfacen

xr+1 = yr+1, . . . , xn = yn

esto es, N = ϕ−1({ξ ∈ ϕ(U) : ξj = yj, j = r + 1, . . . , n}). De hecho, en este
caso la distribución es involutiva pues

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj
] = 0 , 1 ≤ i, j ≤ n

Entonces podemos concluir el siguiente resultado

Proposición A.0.6 Toda distribución completamente integrable es involuti-
va.

Estamos ahora en condiciones de enunciar la primera forma del Teorema
de Frobenius que permite afirmar que el rećıproco de la anterior proposición
es cierto.

Teorema A.0.7 (Frobenius) Sea ε una distribución r-dimensional e involu-
tiva sobre una variedad diferenciable M de dimensión n. Entonces, para cual-
quier punto x0 ∈M ,existe un sistema coordenado (U,ϕ ≡ (x1, . . . , xn)) cúbico
de lado ε centrado en el origen, alrededor de x0, tal que la placa de U definida
por las ecuaciones

xr+h = λr+h, |λr+h| < ε, 1 ≤ h ≤ n− r

es una variedad integral de ε.

Existe una segunda versión del Teorema de Frobenius que es equivalente al
anterior. Sea ε : x −→ Ex una distribución diferenciable de dimensión r sobre
una variedad diferenciable M de dimensión n. Consideramos el subespacio
vectorial de T ∗xM de dimensión n− r

E0
x = {ωx ∈ T ∗xM : ωx(Xx) = 0,∀Xx ∈ Ex}
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A. El Teorema de Frobenius

esto es, el anulador de Ex.
La aplicación ε0 : x −→ E0

x es diferenciable. Como la distribución ε es dife-
renciable, existen en un entorno de cada punto r campos de vectores diferencia-
bles X1, . . . , Xr tales que {Xi(x)} determina una base del subespacio Ex. Com-
pletamos hasta conseguir una base de TxM, {X1(x), . . . , Xr(x), Xr+1(x), . . . ,
Xn(x)}. Consideremos la base de 1-formas duales {ω1, . . . , ωr, ωr+1, . . . , ωn},
aśı las n − r 1-formas ωr+1, . . . , ωn son diferenciables y constituyen una base
local para la distribución ε0.

Rećıprocamente, una aplicación diferenciable ε0 : x −→ E0
x, siendo E0

x

un subespacio vectorial de dimensión n − r de T ∗xM , define una distribución
diferenciable ε : x −→ Ex de dimensión r.

Enunciamos entonces la segunda forma del Teorema de Frobenius

Teorema A.0.8 Un sistema diferencial ε de dimensión r en una variedad
diferenciable de dimensión n, dado por un sistema diferencial ε0 : x −→ E0

x un
subespacio de T ∗xM , es completamente integrable, si y sólo si existe una base
local {wr+1, . . . , wn} de ε0 y para todo ω de ε0, existen 1-formas diferenciables
α1, . . . , αn tales que

dω =
n∑

i=r+1

αi ∧ ωi

La noción de distribución puede generalizarse relajando la condición de
que la dimensión del subespacio εx ⊆ TxM sea constante para todo x ∈ M .
De forma más precisa una distribución generalizada sobre una variedad de
dimensión n es la aplicación

ε : M −→ εx ⊆ TxM

tal que εx ⊆ TxM es un subespacio de TxM y para todo x ∈ M existe un
entorno U de x y un número finito de campos {X1(x), . . . , Xr(x)} sobre U tal
que

εx = 〈X1(x), . . . , Xr(x)〉
Las nociones de distribución involutiva y subvariedad integral son las mis-

mas que en el caso estándar. Sin embargo, este no es el caso de la propiedad
completamente integrable. La distribución generalizada ε es completamente in-
tegrable si existe una subvariedad integral conexa maximal Lx de ε (a Lx se le
denomina hoja de ε en x) tal que x ∈ Lx. Nótese que la dimensión de Lx puede
variar con x y que este hecho establece la diferencia con el caso estándar. Una
distribución generalizada completamente integrable es involutiva como en el
caso estándar. El rećıproco no es cierto en general.

Pero dar un Teorema de Frobenius para distribuciones generalizadas es
necesario introducir la noción de distribución invariante. Se trata de una dis-
tribución para la cual para todo campo de vectores X tangente a ε (esto es,
X(x) ∈ εx,∀x ∈M), satisface

Tϕt(εx) ⊆ εx(ϕt(x))
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donde ϕt es el flujo del campo de vectores X.

Entonces el Teorema de Frobenius para distribuciones generalizadas esta-
blece que toda distribución geenralizada, invariante es completamente integra-
ble (véase [Su]).
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