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Introducción

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) llevó a cabo uno de los primeros
estudios en óptica geométrica en un medio arbitrario con diferentes ı́ndices de
refracción. Encontró una expresión de una función caracteŕıstica, que repre-
senta la longitud del camino de un rayo, considerada como una función de las
posiciones inicial y final y el tiempo. Estas funciones satisfacen unas ecuaciones
en derivadas parciales, y determinan las trayectorias de los rayos. Esta idea
le sugerió relacionar los rayos y las trayectorias de un sistema mecánico. Aśı,
Hamilton extendió estos conceptos a la Mecánica tras la incorporación de las
ideas de Lagrange y otros investigadores de la época en relación con coordena-
das generalizadas. La Mecánica hamiltoniana se ha convertido hoy en d́ıa en
una piedra angular de la F́ısica Teórica.

Sin embargo, Hamilton no se planteó el problema de cómo resolver las
ecuaciones resultantes. Fue Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) quien ob-
servó que la solución de esta ecuación en derivadas parciales se reduce a la
solución de un sistema hamiltoniano de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Desde entonces la teoŕıa se llama ”Teoŕıa de Hamilton-Jacobi”.

Es de sobra conocido que las soluciones de la ecuación de Euler-Lagrange
(ecuaciones diferenciales de segundo orden) para sistemas mecánicos nos des-
cribe la dinámica del sistema. Las ligaduras en las posiciones nos obligan a
trabajar sobre un espacio de configuración que resulta ser una variedad Q.
Geométricamente, el lagrangiano es una función diferenciable del espacio de
fases de velocidades (el espacio tangente de una variedad, TQ). Cuando esta
función es regular (esto es, el Jacobiano del lagrangiano es regular) podemos
introducir una función H (la función hamiltoniana) definida sobre el espacio
de fases de momentos (el fibrado cotangente de la variedad, T ∗Q). Entonces
las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se convierten (usando la
transformación de Legendre) en las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden sobre T ∗Q. Geométricamente las soluciones de
estas ecuaciones no son más que las curvas integrales del campo hamiltoniano
asociado a la función H : T ∗Q −→ R (un campo sobre T ∗Q) cuando conside-
ramos la estructura simpléctica canónica sobre T ∗Q.

La resolución de las ecuaciones de Hamilton no es un problema trivial.
En numerosas ocaciones estas ecuaciones son dif́ıciles de resolver. Por ello es
fundamental obtener métodos que simplifiquen su resolución. Uno de estos
métodos es el de Hamilton-Jacobi. La ecuación de Hamilton-Jacobi clásica es
una ecuación en derivadas parciales de primer orden que involucra a la función
hamiltoniana y cuyas soluciones son funciones sobre Q. El método consiste en
encontrar una cierta función S sobre Q que satisfaga la ecuación de Hamilton-



Jacobi y que nos permita construir un campo de vectores sobre Q cuyas curvas
integrales junto con la función S nos permite generar soluciones de la ecuación
de Hamilton a lo largo de las imagenes de dS. Es evidente que estas no son
todas las soluciones de la ecuación de Hamilton. Si uno desea obtener todas
las soluciones entonces debe abordar la resolución de la ecuación de Hamilton-
Jacobi total.

En este trabajo detallaremos esta teoŕıa, desarrollando previamente algu-
nos aspectos de la Mecánica Hamiltoniana.

El primer caṕıtulo está dedicado a las nociones y resultados básicos de
la geometŕıa simpléctica, herramienta fundamental para el desarrollo del for-
malismo hamiltoniano. En él definimos la estructura simpléctica canónica del
fibrado cotangente de una variedad, gracias a la cual podemos expresar de
forma global las ecuaciones de Hamilton.

En el segundo profundizamos en uno de los resultados más importantes de
la geometŕıa simpléctica, el Teorema de Darboux, y caracterizaremos las trans-
formaciones entre coordenadas de Darboux a otras coordenadas de Darboux,
lo que es interesante a la hora de simplificar la resolución de las ecuaciones de
Hamilton.

Y por último, en el caṕıtulo 3 describiremos la ecuación de Hamilton-Jacobi
y probaremos la relación que existe entre las soluciones de la ecuación de
Hamilton-Jacobi y las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. La última
parte de este caṕıtulo está dedicada al estudio de la ecuación de Hamilton-
Jacobi total.

Durante estos últimos años la teoŕıa de Hamilton-Jacobi ha sido extendida
a diversos contextos como la Mecánica no holónoma o las Teoŕıas Clásicas de
campos.

Los sistemas no holónomos están caracterizados por imponer ligaduras en
las velocidades. Este tipo de sistemas aparecen cuando por ejemplo hay roda-
dura y no deslizamiento. La extensión de la teoŕıa de Hamilton-Jacobi para
este tipo de sistemas ha sido un campo de investigación de estos últimos años.
Algunas referencias sobre este tema son [Ed, Pa, Ru, Va1, Va2, Va3, Va4, Ba-
MaMaPa, IgLeMa, LeMaMa1, CaGaMaMaMuRo, OB].

La teoŕıa clásica de campos describe la dinámica de los fenómenos f́ısicos
macroscópicos descriptibles mediante un campo f́ısico. Algunos intentos de
extender la teoŕıa geométrica de Hamilton-Jacobi a teoŕıas clásicas de campo
de primer orden están recogidos en los trabajos [LeMaMa2, PaRo1, PaRo2,
LeMaMaSaVa].

Agradecimientos: En primer lugar, agradecer a Edith el que me hubiera
dado esta oportunidad y sobretodo la dedicación y paciencia que me ha pres-
tado. También agradecer a mis compañeros de carrera por el apoyo recibido
durante todo este tiempo.



Caṕıtulo 1

Variedades simplécticas y
campos hamiltonianos

Las estructuras simplécticas juegan un papel central en la descripción geo-
métrica de la Mecánica Hamiltoniana. Desde un punto de vista anaĺıtico un
sistema mecánico es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (las
ecuaciones de Hamilton). El espacio de fases de un sistema mecánico hamil-
toniano (posiciones y momentos, con ligaduras en las posiciones) se describe
en términos geométricos como el espacio cotangente de una variedad diferen-
ciable (espacio de configuración del sistema). Este espacio (que resulta ser de
nuevo una variedad) tiene siempre una estructura geométrica especial asociada
(la estructura simpléctica canónica) con la que podemos desarrollar una for-
mulación geométrica de la Mécanica Hamiltoniana. Aśı un sistema mecánico
se puede describir globalmente como una variedad simpléctica, junto con un
campo de vectores (el campo hamiltoniano) asociado a una cierta función que
se denomina la función Hamiltoniana del sistema.

Este modelo geométrico para la Mecánica Hamiltoniana admite una des-
cripción local en términos de coordenadas que entrelazan la descripción geo-
métrica (con la estructura simpléctica y el campo hamiltoniano) con la des-
cripción anaĺıtica (como un sistema de ecuaciones diferenciables de primer
orden).

El término simpléctico fue establecido por Herman Weyl que sustituyó el
término latino ”complexus”por el término griego ”symplectikos”, tratando de
evitar la confusión que se derivaba de llamar al grupo simpléctico grupo de
ĺıneas complejo. Tanto el término ”complexus”como ”symplectikos”se pueden
traducir como entrelazado.

En este primer caṕıtulo mostraremos algunas de las nociones y resultados
sobre variedades simplécticas y campos hamiltonianos que resultan de utilidad
para desarrollar la teoŕıa de Hamilton-Jacobi a la que está dedicado este tra-
bajo.
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1.1. Espacios vectoriales simplécticos

1.1. Espacios vectoriales simplécticos

Con el fin de introducir la noción de estructura simpléctica sobre una varie-
dad diferenciable arbitraria, desarrollaremos en esta sección la teoŕıa de este
tipo de estructuras sobre espacios vectoriales de dimensión finita.

A lo largo de este texto consideraremos V como espacio vectorial de di-
mensión m y denotaremos por V ∗ a su espacio vectorial dual.

Definición 1.1.1 Una k-forma ( o forma de grado k ) sobre V es una aplica-
ción

α : V× k. . . ×V −→ R
multilineal y antisimétrica.

Definición 1.1.2 Sean α y β formas de grado k1 y k2, respectivamente. Defi-
nimos el producto exterior de α y β como la siguiente (k1 + k2)-forma

α ∧ β : V× k1+k2. . . ×V −→ R
(v1, . . . , vk1+k2) 7−→ (α ∧ β)(v1, . . . , vk1+k2)

(α ∧ β)(v1, . . . , vk1+k2) :=
∑
σ

(−1)σα(vi1 , . . . , vik1 )β(vj1 , . . . , vjk2 )

donde

σ =

{
0 si {i1, . . . , ik1 , j1, . . . , jk2} es una permutación par de {1, . . . , k1 + k2}
1 si {i1, . . . , ik1 , j1, . . . , jk2} es una permutación impar de {1, . . . , k1 + k2}

con i1 < . . . <k1 y j1 < . . . < jk2 . Cada 2-forma ω : V × V −→ R sobre V ,

define un morfismo de espacios vectoriales bω : V −→ V ∗ dado por

bω(v)(v′) = ω(v, v′) ∀ v, v′ ∈ V. (1.1)

Si A es la matriz de orden m×m asociada al morfismo de espacios vectoriales
bω, entonces

At = −A.
Rećıprocamente toda matriz real A de orden m×m que satisface esta propie-
dad induce una 2-forma sobre V .

Si bω es sobre o inyectiva, entonces bω es un isomorfismo.

Definición 1.1.3 Si bω : V −→ V ∗ es un isomorfismo, decimos que la 2-forma
ω sobre el espacio vectorial V es no degenerada.

En tal caso la matriz A asociada a bω es regular, esto es, detA 6= 0. Rećıpro-
camente, cualquier matriz que satisface que At = −A y que detA 6= 0 define
una 2-forma no degenerada.

La siguiente proposición caracteriza las 2-formas no degeneradas.
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

Proposición 1.1.4 Sea ω una 2-forma sobre V . Entonces ω es no degenerada
si y sólo si se satisface la siguiente propiedad

ω(v1, v2) = 0 , ∀ v2 ∈ V ⇒ v1 = 0 (1.2)

Demostración. Sea v1 un elemento de V tal que ω(v1, v2) = 0, para todo v2 ∈
V . Entonces v1 ∈ Ker bω. Como bω es un isomorfismo lineal, se tiene que
Ker bω = {0} y, por tanto, v1 = 0.

Rećıprocamente, supongamos que (1.2) se satisface. Entonces el homomor-
fismo de espacios vectoriales bω : V −→ V ∗ es un isomorfismo. En efecto, de
la condición (1.2) se tiene que Ker bω = {0} y la biyectividad de bω se deduce
del hecho que dimV = dimV ∗.

�

Una cuestión interesante es si sobre cualquier espacio vectorial uno puede
construir una 2-forma no degenerada. La respuesta a esta cuestión es negativa,
como veremos a continuación. Mostraremos que la existencia de este tipo de
2-formas implica restricciones sobre la dimensión del espacio vectorial.

Teorema 1.1.5 Si ω es una 2-forma no degenerada sobre V , entonces
dimV = 2n. Además, existe una base {ei, fi}ni=1 de V tal que

ω(ei, fj) = δij y ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0 ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}. (1.3)

Demostración. Sea A la matriz de orden m × m asociada a bω. Como
At = −A y det A 6= 0, deducimos que

detA = det(At) = det(−A) = (−1)m detA.

Aśı, m = dimV debe ser un número par.

Supongamos que dimV = 2n. Sea {v1, . . . , v2n} una base de V . Por la
Proposición 1.1.4 tenemos que para cada vi existe al menos un vj con j 6= i tal
que ω(vi, vj) 6= 0. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que ω(vi, vi+n) = 1
para todo i ∈ {1, . . . , n}. Una base que verifica la condición (1.3) es construida
de la siguiente forma

e1 = v1

f1 = v1+n

ei =
i−1∑
j=1

(−ω(vi, ej+n)ej + ω(vi, ej)fj) + vi

fi =
i−1∑
j=1

(−ω(vi+n, ej+n)ej + ω(vi+n, ej)fj) + vi+n.

�

Este resultado nos permite obtener una descripción simple de la 2-forma
no degenerada en términos de una cierta base.
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1.1. Espacios vectoriales simplécticos

Proposición 1.1.6 Si ω es una 2-forma sobre V, los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. ω es no degenerada.

2. Existe una base {ei, fi}ni=1 de V tal que

ω =
n∑
i=1

ei ∧ f i,

donde {ei, f i}ni=1 es la base dual de {ei, fi}ni=1.

3. ω∧ n. . . ∧ω 6≡ 0.

Demostración.

1.⇒ 2. Como ω es una 2-forma no degenerada sobre V , de la Proposición 1.1.5
tenemos que existe una base {ei, fi}ni=1 de V verificando la condición
(1.3). Denotaremos por {ei, f i}ni=1 a la base dual de {ei, fi}ni=1.

Sean u1, u2 ∈ V . Entonces

u1 =
n∑
i=1

λ1
i ei + µ1

i fi y u2 =
n∑
i=1

λ2
i ei + µ2

i fi ,

donde λ1
i = ei(u1), µ1

i = f i(u1), λ2
i = ei(u2) y µ2

i = f i(u2). Por consi-
guiente,

ω(u1, u2) =
n∑
i=1

(λ1
iµ

2
i − µ1

iλ
2
i ) =

(
n∑
i=1

ei ∧ f i
)

(u1, u2).

2.⇒ 3. Si {ei, fi}ni=1 es una base de V y denotamos por {ei, f i}ni=1 a la base dual
de {ei, fi}ni=1.

Usando la propiedades de antisimetŕıa y la distributiva respecto de la
suma del producto exterior de 1-formas, se prueba fácilmente que

ω∧ n. . . ∧ω = n!(e1 ∧ f 1) ∧ . . . ∧ (en ∧ fn)

Si evaluamos dicha expresión en (e1, f1, . . . , en, fn) obtenemos

(ω∧ n. . . ∧ω)(e1, f1, . . . , en, fn)) = n! 6= 0.
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

3.⇒ 1. Como ω∧ n. . . ∧ω 6= 0, existe (v1, . . . , v2n) ∈ V× 2n. . . ×V , tal que

(ω∧ n. . . ∧ω)(v1, . . . , v2n) 6= 0.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad1, que ω(vi, vi+n) = 1 para
todo i = 1, . . . , n. Además, se tiene que {v1, . . . , v2n} determina una base
de V . En efecto, supongamos, sin pérdida de generalidad, que

v2n =
2n−1∑
i=1

λivi . Entonces

(ω∧ n. . . ∧ω)

(
v1, . . . , v2n−1,

2n−1∑
i=1

λivi

)
= 0.

Nótese que a partir de {v1, . . . , v2n} podemos construir una base {ei, fi}ni=1

de V que verifica la condición (1.3) de la misma forma que en la prueba
de la Proposición 1.1.5.

Sea v0 un elemento de V tal que ω(v0, v) = 0 para todo v ∈ V . Supon-

gamos que v0 6= 0, entonces v0 =
n∑
i=1

λiei +λi+nfi con λi0 6= 0 para algún

i0 ∈ {1, . . . , 2n}. Se tiene que:

a) Si i0 ≤ n, entonces ω(v0, fi0) = λi0 6= 0.

b) Si i0 > n, entonces ω(v0, ei0−n) = −λi0 6= 0.

En ambos casos llegamos a una contradicción con la hipótesis. Luego
v0 = 0. Usando la Proposición 1.1.4, concluimos que ω es no degenerada.

�

Introducimos ahora la noción de estructura simpléctica sobre un espacio
vectorial.

Definición 1.1.7 Si ω es una 2-forma sobre V no degenerada, entonces di-
remos que ω es una estructura simpléctica en V y que (V, ω) es un espacio
vectorial simpléctico.

Ejemplo 1.1.8 La 2-forma simpléctica estándar de R2n.
Consideremos el espacio vectorial R2n. Denotamos por (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)

a las coordenadas de R2n respecto de una base en R2n. Entonces

ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi

define una estructura simpléctica en R2n.

1Como (ω∧ n. . . ∧ω)(v1, . . . , v2n) 6= 0 existirá una permutación {vi1 , . . . , vi2n} de
{v1, . . . , v2n} en la que

∏n
j=1 ω(vij , vij+n) 6= 0, luego ω(vij , vij+n) 6= 0, para todo j ∈

{1, . . . , n}. Además, si ω(vi, vi+n) 6= 0 podemos considerar que toma el valor 1, pues basta
intercambiar vi por vi

ω(vi,vi+n)
.

5



1.2. Estructuras simplécticas sobre variedades diferenciables

En la categoŕıa de los espacios simplécticos se define de forma natural la
noción de aplicación simplética.

Definición 1.1.9 Sea h : V −→ V ′ una aplicación lineal entre los espacios
vectoriales simplécticos (V, ω) y (V ′, ω′). Diremos que h es simpléctica si

ω′(h(u), h(v)) = ω(u, v), ∀ u, v ∈ V.

Si además h es biyectiva, entonces se dice que h es un simplectomorfismo.

Proposición 1.1.10 Sea (V, ω) un espacio vectorial simpléctico. Entonces to-
da aplicación simpléctica h : V −→ V es un simplectomorfismo.

Demostración. Si probamos que h es inyectiva, es decir, Ker h = {0},
entonces habremos visto que h es biyectiva por ser una aplicación entre es-
pacios vectoriales de la misma dimensión. En efecto, si v ∈ Ker h entonces
ω(v, u) = ω′(h(v), h(u)) = 0 para todo u ∈ V. De la no degeneración de ω
concluimos que v = 0.

�

1.2. Estructuras simplécticas sobre variedades

diferenciables

En esta sección generalizamos la noción de estructura simpléctica para una
variedad diferenciable. Veremos que, como en el caso de espacios vectoriales
simplécticos, la existencia de este tipo de estructuras condiciona la dimensión
de la variedad sobre la que está definida.

Antes de iniciar esta sección fijaremos algunas notaciones. Supongamos que
M es una variedad diferenciable de dimensión n. Denotaremos por

C∞(M,R) el espacio de las funciones reales diferenciables sobre M .

X(M) el espacio de los campos de vectores sobre M .

Ωk(M) el espacio de las k-formas sobre M .

πM : TM −→M el fibrado tangente sobre M .

π∗M : T ∗M −→M el fibrado cotangente sobre M .

d la diferencial exterior de formas sobre M .

Sea ω una 2-forma sobre una variedad diferenciable M . Consideremos la
siguiente aplicación diferenciable bω : TM −→ T ∗M

bω(x, v) = (x, bωx(v)), ∀x ∈M, ∀ v ∈ TxM

donde bωx : TxM −→ T ∗xM es la aplicación lineal asociada a la 2-forma ωx
sobre TxM .
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

Si U es un entorno coordenado de M y (x1, . . . , xn) son las correspondientes
coordenadas en U , entonces la expresión local de bω es

bω

(
∂

∂xi

)
=

n∑
j=1

ωijdxj

donde ωij son las funciones asociadas a ω por la relación

ω =
∑

1≤i<j≤n

ωijdxi ∧ dxj.

De hecho, bω : TM −→ T ∗M es un morfismo de fibrados vectoriales sobre la
identidad (ver Apéndice A), esto es, el siguiente diagrama es conmuntativo

M
1M - M

π

?

π∗

?

TM
bω - T ∗M

y bωx : TxM −→ T ∗xM es un isomorfismo de espacios vectoriales para todo
x ∈M .

Por consiguiente, bω induce un morfismo de C∞(M,R)-módulos que deno-
taremos igualmente por

bω : X(M) −→ Ω1(M)

definido por bω(X) = iXω (ver Apéndice A).

Definición 1.2.1 Sean M una variedad de dimensión n y ω una 2-forma
sobre M . Diremos que ω es no degenerada si

ωx : TxM × TxM −→ R , ∀ x ∈M

es una 2-forma no degenerada.

Veamos a continuación algunas propiedades de las 2-formas no degeneradas.

Proposición 1.2.2 Sea ω una 2-forma no degenerada sobre la variedad M .
Entonces:

1. dimM = 2n.

2. ω define una forma de volumen en M , es decir,

(ω∧ n. . . ∧ω)(x) 6= 0, ∀ x ∈M.

3. bω : TM −→ T ∗M es un isomorfismo de fibrados vectoriales. Además,
induce un isomorfismo de C∞(M,R)-módulos que denotaremos también
por bω : X(M) −→ Ω1(M).
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1.2. Estructuras simplécticas sobre variedades diferenciables

Demostración. Como ω es una 2-forma no degenerada, se tiene que
ωx : TxM × TxM −→ R es una 2-forma no degenerada sobre TxM , para
cualquier x ∈ M . Luego dimTxM = 2n y, por consiguiente, dimM =
= dimTxM = 2n. Con este argumento queda probado 1.

El apartado 2. es consecuencia directa de la Proposición 1.1.6 (apartado 3.).

Consideremos un entorno coordenado U de M y (x1, . . . , x2n) sus respecti-
vas coordenadas locales. Entonces en U

ω =
∑

1≤i<j≤2n

ωijdxi ∧ dxj con ωij ∈ C∞(U,R).

De la no degeneración de ω deducimos que la matriz (ωij) es regular. Denota-
mos por (ωij) su inversa con ωij ∈ C∞(U,R). Entonces

b−1
ω (dxi) =

2n∑
j=1

ωij
∂

∂xj
.

Esto es, bω : TM −→ T ∗M es un isomorfismo de fibrados vectoriales sobre la
identidad en M . Por consiguiente (ver Apéndice A) bω induce un isomorfismo
de C∞(M,R)-módulos

bω : X(M) −→ Ω1(M).

�

Podemos ahora introducir la noción de estructura simpléctica sobre una
variedad.

Definición 1.2.3 Sea ω una 2-forma sobre la variedad M . Diremos que ω es
simpléctica si es no degenerada y cerrada, es decir, dω = 0. En tal caso se dice
que (M,ω) es una varidedad simpléctica.

Ejemplo 1.2.4 La estructura simpléctica canónica sobre el fibrado cotangen-
te.

Sea Q una variedad de dimensión m. Consideremos πQ : T ∗Q −→ Q el
fibrado cotangente.

Introduciremos a continuación la 1-forma de Liouville λQ : T ∗Q −→ T ∗(T ∗Q)
sobre T ∗Q como sigue

λQ(αx)(v) = αx(Tαxπ
∗
Q(v)) ∀αx ∈ T ∗xQ,∀v ∈ Tαx(T ∗Q)

donde π∗Q : T ∗Q −→ Q es la proyección canónica.
Si U es un entorno coordenado de Q y (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) las correspon-

dientes coordenadas en (π∗Q)−1(U). Entonces, la expresión local de λQ es

λQ =
n∑
i=1

pidq
i. (2.4)

La 2-forma simpléctica canónica sobre Q está definida por

ωQ = −dλQ ∈ Ω2(T ∗Q).
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

Se puede probar fácilmente que ωQ es simpléctica usando que d2 = 0 y la
expresión local de λq (ver (2.4)). La expresión local de ωQ es entonces

ωQ =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

1.3. Aplicaciones simplécticas y simplectomor-

fismos

En la categoŕıa de las estructuras simplécticas los morfismos (respectiva-
mente isomorfismos) se denominan aplicaciones simplécticas (respectivamente
simplectomorfismos).

Definición 1.3.1 Sean (M1, ω1), (M2, ω2) dos variedades simplécticas de di-
mensión 2n y h : M1 −→ M2 una aplicación diferenciable. Diremos que h es
simpléctica si h∗ω2 = ω1, es decir,

(ω2)h(x)(Txh(u), Txh(v)) = (ω1)x(u, v) ∀x ∈M1, ∀u, v ∈ TxM1.

Si h es además biyectiva diremos que es un simplectomorfismo.

Veamos que de hecho toda aplicación simpléctica entre dos variedades de
la misma dimensión es un difeomorfismo local.

Proposición 1.3.2 Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) dos variedades simplécticas de
dimensión 2n. Si la aplicación h : M1 −→ M2 es simpléctica, entonces h es
un difeomorfismo local. Además, si h es un simplectomorfismo, entonces es
también un difeomorfismo.

Demostración. Sea x un elemento de M1. Comprobemos que
Txh : TxM1 −→ Th(x)M2 es biyectiva. Sea v ∈ Ker Txh, entonces

(ω1)x(v, u) = (ω2)h(x)(Txh(v), Txh(u))

= (ω2)h(x)(0, Txh(u)) = 0

para todo u ∈ TxM1.

Por ser ω1 no degenerada tenemos que v = 0 y, por tanto, Txh es inyecti-
va. Como dimTxM1 = dimTh(x)M2, entonces Txh es biyectiva. Consideremos
(U,ϕ) carta de M1 en x y (V, ψ) carta de M2 en h(x) tal que h(U) ⊆ V . Nota
que la matriz asociada a Txh, J(ψ ◦ h ◦ ϕ−1)(ϕ(x1, . . . , x2n)), es regular por
ser Txh biyectiva. Por tanto, como consecuencia del Teorema de la Aplicación
Inversa, tenemos que existe un entorno W de x tal que h|W es un difeomorfismo.

�

Proposición 1.3.3 Si sobre el fibrado cotangente de una variedad Q conside-
ramos la estructura simpléctica canónica definida en el Ejemplo 1.2.4, tenemos
que si F : Q −→ Q es un difeomorfismo, entonces T ∗F : T ∗Q −→ T ∗Q es un
simplectomorfismo.
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1.3. Aplicaciones simplécticas y simplectomorfismos

Demostración. Como F es difeomorfismo, tenemos que T ∗F es biyectiva, con
lo que nos faltaŕıa ver que F es simpléctica para probar el resultado. Veamos
que (T ∗F )∗λQ = λQ. En tal caso se tendŕıa que

(T ∗F )∗(ωQ) = −(T ∗F )∗(dλQ) = −d(T ∗F )∗(λQ) = −dλQ = ωQ.

Consecuentemente T ∗F seŕıa simpléctica.
En primer lugar observamos que el siguiente diagrama es conmutativo

Q
F−1

- Q

π∗Q
?

π∗Q
?

T ∗Q
T ∗F - T ∗Q

Aśı, usando la definición de λQ y este diagrama se tiene

(T ∗F )∗(λQ)(αx)(v) = λQ(T ∗F (αx)) (Tαx(T
∗F )(v))

= (T ∗F )(αx) (TT ∗F (αx)π
∗
Q(Tαx(T

∗F )(v))

= (T ∗F )(αx) (Tαx(F
−1π∗Q)(v))

= αx(TF−1(αx)F ◦ TαxF−1)(Tαxπ
∗
Q(v))

= αx(Tαxπ
∗
Q(v)) = λQ(αx)(v)

para todo αx ∈ T ∗xQ y v ∈ Tαx(T ∗Q). �

Existen unos campos de vectores, que denominaremos simplécticos, cuyo
flujo está determinado por simplectomorfismos.

Definición 1.3.4 Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Diremos que
X ∈ X(M) es un campo simpléctico si su flujo consta de simplectomorfis-
mos, es decir, si φ : R×M −→M es el flujo de X entonces φt : M −→M es
un simplectomorfismo para todo t ∈ R.

En lo que sigue trabajaremos con flujos globales no locales para simplificar
la notación. Pero el lector debe tener en cuenta que en principio asociado a un
campo de vectores sólo tenemos un flujo local.

A continuación caracterizaremos los campos simplécticos a través de la de-
rivada de Lie y el isomorfismo bω : TQ −→ T ∗Q.

Proposición 1.3.5 Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Entonces son equi-
valentes

1. X ∈ X(M) es un campo simpléctico

2. LXω = 0

3. Para todo x ∈ M , existen un entorno U y una aplicación diferenciable
f : U −→ R, tal que

bωx′ (X(x′)) = (df)x′ ∀x′ ∈ U.
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

Demostración.

1.⇔ 2. Supongamos que X ∈ X(M) es un campo simpléctico. Entonces (ver
Apéndice B)

(LXω)x(v, u) =
d

dt |t=0
(φ∗tω)x(v, u)

=
d

dt |t=0
(ω)x(v, u) = 0

para todo x ∈M y todo v, u ∈ TxM .

Rećıprocamente, supongamos que X es un campo de vectores sobre M y
LXω = 0. Consideremos φ : R×M −→M el flujo de X. Obsérvese que

0 = (LXω)x(v.u) =
d

dt |t=0
(φ∗tω)x(v, u) ∀x ∈M y ∀v, u ∈ TxM.

Esta relación implica que

d

dt |t=t0
(φ∗tω)x(v, u) = (LX(φ∗t0ω))x(v, u)

= (φ∗t0(LXω))x(v, u) = 0.

Por tanto, φ∗tω no depende de t y, como φ∗0ω = ω, tenemos que φ∗tω = ω
para todo t ∈ R, es decir, X es un campo simpléctico.

2.⇔ 3. Supongamos LXω = 0. Entonces, como ω es cerrada, se tiene que
d iXω = 0. Nótese que iXω = bω(X), por consiguiente d bω(X) = 0.
En virtud del Lema de Poincaré (ver Apéndice B, Proposición B.2.1), se
tiene que para todo x ∈M existen un entorno U y f ∈ C∞(M) tal que

bωx′ (X(x′)) = (df)x′ ∀x′ ∈ U.

Rećıprocamente, supongamos que para todo x ∈ M existen un entorno
U y una función f ∈ C∞(U,R) tal que bωx′ (X(x′)) = (df)x′ para todo
x′ ∈ U . Entonces bω(X) es una 1-forma cerrada y, por consiguiente,
d iXω = 0. Como ω es cerrada concluimos que LXω = 0.

�

Nota 1.3.6 Esta caracterización nos proporciona un método para obtener de
manera sencilla campos hamiltonianos. Basta tomar una función f ∈ C∞(M,R)
y considerar el campo Xf = b−1

ω (df).

A continuación consideraremos el caso de funciones f : M −→ M con (M,ω)
una estructura simpléctica. Queremos caracterizar el hecho de que este tipo de
funciones sean simplécticas en términos de un tipo especial de subvariedades
que llamaremos lagrangianas.

Sea (V, ω) un espacio vectorial simpléctico y U ⊆ V subespacio de V . El
ortogonal simpléctico de U es el subespacio de V

U⊥ = {v ∈ V/ω(v, u) = 0 ∀u ∈ U}.

Entonces
dimU⊥ + dimU = dimV (3.5)

y (U⊥)⊥ = U .

11
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Definición 1.3.7 Sea (M,ω) una variedad simpléctica y N ⊆ M una subva-
riedad de M . Diremos que N es

1. simpléctica si para todo x ∈ N se tiene que TxN ∩ TxN⊥ = {0} .

2. isótropa si para todo x ∈ N se tiene TxN ⊆ (TxN)⊥.

3. coisótropa si para todo x ∈ N se tiene (TxN)⊥ ⊆ TxN .

4. lagrangiana si para todo x ∈ N se tiene (TxN)⊥ = TxN .

Proposición 1.3.8 Sea (M,ω) una variedad simpléctica y N ⊆M una subva-
riedad de M . Entonces N es una subvariedad lagrangiana si y solo si
i∗(ω) = 0 y dimN = 1

2
dimM , donde i : N −→M .

Demostración. Supongamos que TxN es un subespacio lagrangiano de TxM
para todo x ∈ N . Entonces dimTxN = dimTxN

⊥ y de (3.5) deducimos que
dimTxN = 1

2
dimTxM . Además, al ser TxN lagrangiano, en particular isótro-

po, se tiene que
i∗(ωx)(v1, v2) = ωx(v1, v2) = 0

para todo v1, v2 ∈ TxN .

Rećıprocamente, si dimTxN = 1
2
dimTxM , de (3.5) deducimos que

dimTxN
⊥ = dimTxN . Además, como TxN es isótropo por hipótesis, se tiene

finalmente que TxN = TxN
⊥.

�

Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión n. Estamos interesados
en caracterizar las aplicaciones simplécticas f : M −→ M en término de
subvariedades lagrangianas. Para ello consideramos sobre M×M la estructura
simpléctica dada por

(ω,−ω)(x,y) : TxM × TyM × TxM × TyM −→ R
(v1, v2, v

′
1, v
′
2) −→ ωx(v1, v

′
1)− ωy(v2, v

′
2)

para todo x ∈M , y la subvariedad regular de dimensión n (el grafo de f)

Γf = {(x, f(x))/x ∈M} ⊆M ×M.

Recordemos que T(x,f(x))Γf puede identificarse con

{(v, Txf(v)) ∈ TxM × Tf(x)M/v ∈ TxM}

para todo x ∈M .

Proposición 1.3.9 Sea f : M −→ M una aplicación diferenciable sobre una
variedad simpléctica (M,ω) de dimensión n. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. f es simpléctica.
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

2. El grafo de f , Γf , es una subvariedad lagrangiana de TM ×TM respecto
de (ω,−ω).

3. i∗(ω,−ω) = 0, donde i : Γf −→M ×M es la inclusión.

Demostración. Supongamos que f es simpléctica. Entonces

T(x,f(x))Γf = (T(x,f(x))Γf )
⊥

para cualquier x ∈M . En efecto, si (v1, Txf(v1)) ∈ T(x,f(x))Γf , entonces, usando
que f es simpléctica, tenemos que

(ω,−ω)x(v1, Txf(v1))(v′1, Txf(v′1)) = ωx(v1, v
′
1)− ωf(x)(Txf(v1), Txf(v′1)) = 0

Aśı (v1, Txf(v1)) ∈ (T(x,f(x))Γf )
⊥.

Por otro lado,

dim (T(x,f(x))Γf )
⊥ = dim (TxM × TxM)− dimT(x,f(x))Γf

= 2n− n = dim (T(x,f(x))Γf ).

En definitiva, Γf es una subvariedad lagrangiana para todo (v1, v2) ∈ TxM ×
TxM .

Rećıprocamente, si Γf es una subvariedad lagrangiana se tiene que

0 = (ω,−ω)x((v1, Txf(v1))(v2, Txf(v2)))

= ωx(v1, v2)− ωf(x)(Txf(v1), Txf(v2)),

para todo v1, v2 ∈ TxM .
Por tanto, f es simpléctica.
La equivalencia 2. con 3. es consecuencia de la Proposición 1.3.8.

�

1.4. Campos hamiltonianos sobre una varie-

dad simpléctica y corchete de Poisson

Tal y como comentabamos al inicio de este caṕıtulo, las herramientas fun-
damentales para la descripción geométrica de la Mecánica Hamiltoniana son
las estructuras simplécticas del fibrado cotangente de una variedad (el espa-
cio de configuracion) y la función Hamiltoniana (la enerǵıa total del sistema)
definida sobre el espacio de fases. Con ellos se puede construir un campo de
vectores sobre el fibrado cotangente cuyas curvas integrales son las soluciones
a las ecuaciones de Hamilton.

Para la determinación de las soluciones de la ecuaciones de Hamilton es útil
trabajar con el corchete de Poisson de funciones sobre el fibrado cotangente.
Estas ideas se pueden extender al contexto de las variedades simplécticas. De
hecho, existen sistemas mecánicos en donde el espacio de fases no es el fibrado
cotangente de una variedad (después por ejemplo de una reducción).
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1.4. Campos hamiltonianos sobre una variedad simpléctica y...

En esta sección introduciremos las nociones de campo hamiltoniano y cor-
chete de Poisson sobre una variedad simpléctica.

Sean (M,ω) una variedad simpléctica y H : M −→ R una aplicación
diferenciable. Al campo XH sobre M caracterizado por

bω(XH) = dH (4.6)

se le denomina campo hamiltoniano de H.

Recordemos que dada una variedad simpléctica (M,ω) podemos definir el
isomorfismo de C∞(M,R)-módulo bω : X(M) −→ Ω1(M) lo que nos permite
garantizar la existencia y unicidad del campo hamiltoniano XH para toda
aplicación diferenciable H : M −→ R.

Proposición 1.4.1 Sean (M,ω) variedad simpléctica y H : M −→ R una
aplicación diferenciable. Entonces XH es un campo simpléctico.

Demostración. Teniendo en cuenta la caracterización de campos simplécticos
dada en la Proposición 1.3.5, basta comprobar que LXHω = 0. En efecto, puesto
que ω es una 2-forma cerrada se tiene que

LXHω = d iXHω + iXHdω = d (dH) = 0

y, por tanto, XH es un campo simpléctico. �

Por otra parte, si (M,ω) es una variedad simpléctica, entonces podemos
definir un corchete de funciones

{·, ·} : C∞(M,R)× C∞(M,R) −→ C∞(M,R)

dado por {F,G} = ω(XF , XG), al que denominamos corchete de Poisson aso-
ciado a (M,ω).

Nótese que de inmediato se tiene que

{F,G} = ω(XF , XG) = iXFω(XG) = XG(F ) = −XF (G).

El corchete de Poisson asociado a (M,ω) es antisimétrico, esto es,

{F,G} = −{G,F}

lo cual es consecuencia de la antisimetŕıa de la forma simpléctica. Evidente-
mente es R-lineal. Además,

Proposición 1.4.2 El corchete de Poisson {·, ·} asociado a una variedad simplécti-
ca:

1. Satisface la regla de Leibniz, esto es,

{F ·G,H} = F{G,H}+G{F,H}.

2. [XF , XG] = −X{F,G}.
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1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

3. Satisface la identidad de Jacobi, esto es,

{F, {G,H}}+ {H, {F,G}}+ {G, {H,F}} = 0.

4. Es no degenerado, esto es, para todo x ∈M

{F,G}(x) = 0

para todo G ∈ C∞(M,R) si y sólo si dF (x) = 0.

Demostración. 1. Es consecuencia de que de (4.6) uno puede deducir que

XF ·G = F XG +GXF .

Demostrar 2. es equivalente a probar que

bω([XF , XG]) = −d(ω(XF , XG))

o lo que es igual, para cualquier X ∈ X(M)

ω([XF , XG], X) = −X(ω(XF , XG)).

Esta ecuación se deduce del hecho que

dω(XF , XG, X) = 0.

3. es entonces consecuencia de 2., de la identidad de Jacobi para el corchete
de campos y del hecho que bω es un isomorfismo de C∞(M,R)-módulos.

Por último, si suponemos que dF(x)=0 entonces

{F,G}(x) = XG(F )(x) = XG(x)(F ) = dF (x)(XG(x)) = 0

para todo G ∈ C∞(M,R).
Rećıprocamente, si {F,G}(x) = 0 para todo G ∈ C∞(M,R), entonces

vamos a ver que
dF (x)(v) = 0

para todo v ∈ TxM .
Sea α ∈ T ∗xM tal que α = bωx(v).
Entonces uno siempre puede encontrar G ∈ C∞(M,R) tal que

dG(x) = α.

Por tanto,
XG(x) = b−1

ω (dG(x)) = b−1
ωx (α) = v

con lo que concluimos que

dF (x)(v) = v(F ) = XG(x)(F ) = {F,G}(x).

�
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Caṕıtulo 2

Coordenadas de Darboux y
funciones generatrices

2.1. Coordenadas de Darboux

En esta sección veremos que en una variedad simpléctica (M,ω) siempre po-
dremos encontrar unas coordenas locales (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) sobre M donde
la forma simpléctica ω tiene la siguiente expresión local

ω =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

Antes de demostrar este resultado introduciremos el concepto de campos de
vectores dependientes del tiempo, el cual será útil para lo que sigue.

2.1.1. Campos de vectores dependientes del tiempo

Sea M una variedad. Un campo de vectores dependiente del tiempo sobre
M es una aplicación X : R×M −→ TM diferenciable tal que

πM ◦X = p2

donde πM : TM −→ M es la proyección tangente y p2 : R ×M −→ M es la
segunda proyección.

Para cada campo de vectores X dependiente del tiempo sobre M podemos
construir un campo de vectores X̃ ∈ X(R×M) sobre R×M , cuya expresión
es

X̃ =
∂

∂t
+X (1.1)

siendo t la coordenada en R. A este campo de vectores se le denomina suspen-
sión de X.

Sea φ̃ : R × (R × M) −→ R × M el flujo local de X̃ ∈ X(R × M). Si

(s, x) ∈ R×M , denotaremos por φ̃(s, x) : R −→ R×M a la curva integral de

X̃ que pasa por (s, x). Nota que

φ̃(t− s, x) = (t, p2(φ̃(t− s, x))). (1.2)
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Consideremos entonces la aplicación

φ : (R× R)×M −→M

definida por

φ(t, s, x) = p2 ◦ φ̃(t− s, x).

Esta aplicación satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo (t, s) ∈ R × R, φ(t,s) : M −→ M es un difeomorfismo. En

efecto, basta tener en cuenta (1.2) y que φ̃t−s : R×M −→ R×M lo es.

2. φ(s, s) = 1M . Nota que φ̃0 = 1R×M .

3. Para todo x ∈M se tiene que

d

dt
φ(t,s)(x) = X(t, φ(t,s)(x)) = Xt(φ(t,s)(x)). (1.3)

Para probar esta relación basta tener en cuenta que

t −→ φ̃(s,x)(t− s)

es la curva integral de X̃ tal que para t = s pasa por (s, x). Entonces,
usando (1.1) deducimos que

d

dt
φ̃(s,x)(t− s) =

∂

∂t
φ̃(s,x)(t− s) +X(φ̃(s,x)(t− s)). (1.4)

Por otra parte, de (1.2),

d

dt
φ̃(s,x)(t− s) =

∂

∂t
(φ̃(s,x)(t− s)) +

dφ(t, s)

dt
. (1.5)

Entonces (1.4) y (1.5) implican (1.3).

4. φ(t,s) ◦ φ(s,r) = φ(t,s). Lo cual es consecuencia de que

φ̃t−s ◦ φ̃s−r = φ̃t−r.

Todas estas propiedades motivan que a {φ(t,s)} se lo denomine el flujo del
campo de vectores dependiente del tiempo X.

Proposición 2.1.1 Sea X : R×M −→ TM un campo de vectores dependiente
del tiempo. Entonces para todo t0

d

dt
(φ∗(t,s)α)|t=t0 = φ∗(t0,s)(LXt0α)

con α ∈ Ωk(M).
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Demostración. Denotamos por ψ : R2 −→ R la aplicación

ψ(t, s) = t− s.

Sabemos que (ver Apéndice B, Proposición B.1.3)

d

dt
(φ̃∗t−sβ)|t=t0 = φ̃∗t−s(LX̃β)

para todo β ∈ Ωk(M).

Además φt,s = p2 ◦ φ̃t−s ◦ Is, donde Is : M −→ R ×M es la aplicación
Is(x) = (s, x).

Entonces

d

dt
φ̃∗t,s(α)|t=t0 =

d

dt
(I∗s ◦ φ̃∗t−s ◦ p∗2(α))|t=t0

= I∗s

(
d

dt
φ̃∗t−sp

∗
2(α)|t=t0

)
= I∗s φ̃

∗
t0−s(LX̃p

∗
2α)

Se comprueba fácilmente (usando expresiones locales) que

LX̃(p∗2α)(t, x) = p∗2(LXtα)(t, x)

con lo que tenemos probado el resultado. �

2.1.2. Teorema de Darboux

Estamos en condiciones de probar un resultado crucial de la geometŕıa
simpléctica que garantiza que siempre se pueden encontrar coordenadas loca-
les tal que la forma simpléctica tiene una sencilla expresión local.

Este resultado, denominado Teorema de Darboux, es fundamental en geo-
metŕıa simpléctica ya que implica que todas las variedades simplécticas son
localmente simplectomórficas. Esto es, siempre podemos escoger un sistema de
coordenadas locales (de Darboux) tal que esencialmente la estructura simplécti-
ca es la misma. Esto diferencia la geometŕıa simpléctica de otras geometŕıas
como la Riemanianna (en donde las variedades se equipan con un producto
interior diferenciable sobre el espacio tangente de la variedad). En este último
caso hay invariantes locales como la curvatura que permiten distinguir puntos.

A continuación enunciaremos y demostraremos el Teorema de Darboux.

Teorema 2.1.2 Sea ω una 2-forma no degenerada sobre una variedad M de
dimensión 2n. Entonces dω = 0 si y sólo si para todo x ∈M existe U entorno
coordenado de M en x tal que

ω =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi (1.6)

donde (qi, pi) son las correspondientes coordenadas en U .
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Demostración. Teniendo en cuenta las propiedades de la diferencial exterior
respecto a la suma y al producto exterior de formas, aśı como que la diferencial
es un operador de cohomoloǵıa, deducimos fácilmente que si ω tiene la expre-
sión local dada en (1.6), entonces dω(x) = 0 para todo x ∈M .

Rećıprocamente, supongamos que ω es cerrada. Como lo que buscamos es
un resultado local, podemos suponer sin pérdida de generalidad que M = R2n

y que x = 0 ∈ R2n. Denotemos por (x1, . . . , xn) las coordenadas de Rn.

Veamos en primer lugar que siempre podemos encontrar coordenadas (qi, pi)
en R2n tal que

x = (0, . . . , 0) = 0 y ω(0) =
n∑
i=1

dqi(0) ∧ dpi(0).

En efecto, en principio tenemos que

ω(0) =
2n∑
i,j=1

ωijdxi(0) ∧ dxj(0)

con ωij ∈ R. Para ello, procedamos por inducción sobre n.
Para n = 1 tenemos que la matriz asociada a ω(0) es

A =

(
0 ω12

−ω12 0

)
con ω12 6= 0, pues detA 6= 0. Si denotamos por E la matriz elemental que
resulta de dividir la primera fila por ω12, tenemos una aplicación lineal que nos
transforma A en la matriz

EtAE =

(
0 1
−1 0

)
Supongamos que es cierto para n − 1 y veamos que se verifica para n.

Como detA 6= 0, existe a1i 6= 0 con 0 < i ≤ 2n. Intercambiamos las filas 2
e i y las columnas 2 e i y dividimos por a1i la fila 1 y la columna 1. Una
vez realizado dichos cambios, operamos por filas y columnas hasta hacer ceros
las dos primeras filas. Denotemos por E a la matriz resultante de realizar
las mismas transformaciones por columnas a la matriz identidad. Entonces la
matriz B = EtAE es la asociada a ω(0) en las nuevas coordenadas. Nótese que
B es antisimétrica y detB 6= 0. Además,

B =


0 1
−1 0

B′


donde B′ es una matriz cuadrada de orden (2n− 2) antisimétrica, detB′ 6= 0.
Por hipótesis de inducción tenemos que existe P una matriz regular tal que
P tB′P es una matriz diagonal por bloques cuya diagonal está formada por
repeticiones de (

0 1
−1 0

)
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2. Coordenadas de Darboux y funciones generatrices

Luego, si consideramos

P =

(
I 0
0 P

)
la aplicación lineal inducida por EP determinan unas nuevas coordenadas

(q1, p1, . . . , q
n, pn) tal que ω(0) =

n∑
i=1

dqi(0) ∧ dpi(0).

Consideremos las 2-formas sobre M

ω1 =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi y ωt = ω + t(ω1 − ω).

Veamos ahora que existe un entorno U de 0 donde ωt es no degenerada para
todo t ∈]− ε, 1 + ε[, con ε > 0. Para ello tomemos la función f : R×M −→ R,
dada por f(t, x) = detA(t, x), donde A(t, x) es la matriz asociada a ωt(x)
respecto de la base { ∂

∂qi
(x), ∂

∂pi
(x)}ni=1. Nótese que f es continua. Como ωt(0) =

ω(0) es una 2-forma no degenerada, tenemos que f(t, 0) 6= 0. Por tanto, existe
un entorno U de 0 tal que ωt(x) es no degenerada para todo x ∈ U y para todo
t ∈]− ε, 1 + ε[, con ε > 0 suficientemente pequeño.

Supongamos que U = B(0, δ), con δ > 0. Por otra parte, ω1 y ω son formas
cerradas por lo que d(ω1 − ω) = 0 y en virtud del Lema de Poincaré, tenemos
que existe α ∈ Ω1(U) tal que ω1 − ω = dα y α(0) = 0.

Sea Xt ∈ X(U) el campo de vectores que satisface

iXtωt = −α y Xt(0) = 0.

De hecho, Xt es justamente el campo Xt = −b−1
ωt (α).

Denotamos por X el campo de vectores dependiente del tiempo asociado
X(x, t) = Xt(x). Entonces, existe V = B(0, δ1) ⊂ U , con δ1 > 0, tal que
φt,s : U −→ U es el grupo uniparamétrico de X y φt,0 : U −→ U está definido
para todo t ∈]− ε′, 1 + ε[. Teniendo en cuenta la Proposición 2.1.1, deducimos
que

d

dt
(φ∗t,0ωt)|t=t0 =

d

dt
(φ∗t,0ω)|t=t0 +

d

dt
(φ∗t,0(t(ω1 − ω)))|t=t0

=
d

dt
(φ∗t,0ωt)|t=t0 + φ∗t0,0(ω1 − ω) + t0

d

dt
(φ∗t,0(ω1 − ω))|t=t0

= φ∗t0,0(LXt0ω) + φ∗t0,0(ω1 − ω) + t0φ
∗
t0,0

(LXt0 (ω1 − ω))

= φ∗t0,0(d iXt0ω) + φ∗t0,0(ω1 − ω) + t0φ
∗
t0,0

(d iXt0 (ω1 − ω))

= φ∗t0,0(ω1 − ω) + φ∗t0,0(d iXt0 (ωt0))

= φ∗t0,0(dα)− φ∗t0,0(dα) = 0.

Definitivamente podemos concluir que φ∗1,0ω1 = φ∗0,0ω0 = ω. Con lo que
obtenemos que φ1,0 es la aplicación que da el cambio de coordenadas deseado.

�

Nota 2.1.3 Empleando coordenadas de Darboux es evidente que las curvas
integrales del campo hamiltoniano XH asociado a H : T ∗Q −→ R son justa-
mente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. En efecto, la descripción
local de XH es

XH =
n∑
i=1

∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
. (1.7)
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2.2. Transformaciones canónicas y aplicaciones generatrices

y las curvas integrales (qi(t), pi(t)) de este campo verifican

dqi

dt
=
∂H

∂pi

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,

es decir, corresponden con las soluciones de las ecuaciones de Hamilton.
Además, el corchete de Poisson tiene como expresión local

{F,G} =
n∑
i

∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi
.

2.2. Transformaciones canónicas y aplicacio-

nes generatrices

Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Entonces, por el Teorema de Darboux
podemos considerar para cada punto x ∈M coordenadas locales (qi, pi) tal que

ω =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

A estas coordenadas se las denomina coordenadas canónicas. En general
estas coordenadas no son únicas. Pero todas ellas tienen la ventaja que las
ecuaciones de Hamilton son de la forma

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

conH(qi, pi). Si estamos interesados en la resolución de estas ecuaciones podŕıamos
intentar buscar coordenadas canónicas de tal manera que las correspondientes
ecuaciones de Hamilton se puedan resolver con facilidad.

El primer paso para abordar esta cuestión es analizar cómo se pueden
generar diferentes tipos de coordenadas canónicas. En esta sección veremos que
este problema está asociado a la noción de función generatriz. En efecto, sea x0

un punto de M y consideremos f : M −→ M una aplicación diferenciable. Si
queremos que f transforme coordenadas canónicas en coordenadas canónicas
entonces

f ∗ω = ω

esto es, f debe ser simpléctica. Por la Proposición 1.3.9, esto es equivalen-
te a que el grafo de f , Γf ⊂ M × M , sea una subvariedad lagrangiana de
(M ×M, (ω,−ω)), donde si pri : M ×M −→M son las correspondientes pro-
yecciones, entonces (ω,−ω) = pr∗1(ω) − pr∗2(ω) es una estructura simpléctica.
También equivale a que

i∗Γf (ω,−ω) ≡ 0.

Por otro lado, como (ω,−ω) es una estructura simpléctica en M × M ,
entonces localmente existe una 1-forma θ sobre M ×M tal que

(ω,−ω) = −dθ.

Entonces tenemos que

0 = i∗Γf (ω,−ω) = d(−i∗Γf θ)
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2. Coordenadas de Darboux y funciones generatrices

Esto es, −i∗Γf θ es una 1-forma en Γf cerrada, por tanto, localmente exacta.

Aśı existe una función (local) S ∈ C∞(Γf ,R) tal que

dS = −i∗Γf θ. (2.8)

A la aplicación S se la denomina función generatriz de la aplicación simpléctica
f .

Si (qi, pi) son coordenadas canónicas en M y (qi, pi) son las nuevas coorde-
nadas que describen f , entonces podemos poner localmente θ como

θ =
n∑
i=1

pidq
i − pidqi.

Por tanto, la expresión local de (2.8) es

dS = −i∗Γf θ = −i∗Γf (
n∑
i=1

pidq
i − pidqi). (2.9)

Como Γf es una subvariedad regular de M×M , podemos optar por alguna
de las siguientes posibilidades para la elección de las coordenadas en Γf

(qi, qi), (qi, pi), (pi, q
i), (pi, pi).

Supongamos que elegimos como coordenadas (qi, qi), entonces (2.9) se tra-
duce en las ecuaciones

∂S

∂qi
= −pi(q, q)

∂S

∂qi
= pi(q, q). (2.10)

Para describir f a partir de la función generatriz S podŕıamos despejar de
la primera de estas ecuaciones q en función de p y q. Para ello la función S
debeŕıa verificar que (

∂2S

∂qi∂qi

)
es una matriz regular. En tal caso tenemos que la función cambio de coorde-
nadas es

f : M −→ M

(qi, pi) −→
(
qi,−∂S

∂qi

)
Nota que det(Jf) = 1.

Veamos a continuación un ejemplo simple.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos M = R2 y queremos encontrar la transforma-
ción de coordenadas asociada a la aplicación

S(q, q) = −1

2
ωq2 cot(2πq).
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2.2. Transformaciones canónicas y aplicaciones generatrices

Nota que ∂2S
∂q∂q
6= 0. Entonces las ecuaciones (2.10) vienen dadas por

∂S

∂q
= ωq2 2π

sen2 2πq
= p

−∂S
∂q

= ωq cot(2πq) = p

De la primera ecuación podemos despejar q y sustituir en la segunda, obte-
niendo la transformación de coordenadas

f(q, p) =

(( p

πω

) 1
2

sen 2πq,
(pω
π

) 1
2

2 cos 2πq

)
.

Esta transformación nos permite pasar el hamiltoniano del oscilador armónico
H(q, p) = 1

2
(p2 + ω2q2) al hamiltoniano H(q, p) = ω

2π
p cuyas ecuaciones de

Hamilton se integran con facilidad.

En este ejemplo hemos sido capaces de encontrar una transformación tal que
el nuevo hamiltoniano es de la forma

K(p),

con lo que las ecuaciones de Hamilton son de la forma

0 =
∂K

∂qi
= −dpi

dt

∂K

∂pi
=
dqi

dt
,

cuya integración es inmediata. Las soluciones de estas ecuaciones son

pi = cte , qi =
∂K

∂pi
(p)t+ cte.

El nuevo hamiltoniano está relacionado con el hamiltoniano primitivo por

H

(
q,
∂S

∂q
(q, q)

)
= K(p).

Nota que además las funciones pi(q
i, pi) son integrales primeras, ya que

XK(pi) = 0.

Nota 2.2.2 Si f es una integral primera, esto es XH(f) = 0, entonces al
tomar coordenadas locales sobre la variedad tenemos que

dqi

dt

∂f

∂qi
+
dpi
dt

∂f

∂pi
= 0.

Esto es
d

dt
(f(qi(t), pi(t)) = 0 o equivalentemente f permanece constante a lo

largo de las trayectorias de la ecuación f(qi(t), pi(t)) = cte; bajo ciertas con-
diciones de regularidad podemos despejar algunas variables (qi, pi) en función
de las demás y reducir el sistema.
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Caṕıtulo 3

La Ecuación de Hamilton-Jacobi

En este caṕıtulo presentaremos la ecuación de Hamilton-Jacobi y cómo esta
ecuación facilita en algunos casos la resolución de las ecuaciones de Hamilton.

3.1. Sistemas hamiltonianos

Definición 3.1.1 Sean (M,ω) una variedad simpléctica y H : M −→ R una
aplicación diferenciable. A la terna (M,ω,XH) se le denomina sistema hamil-
toniano.

Un ejemplo de sistema hamiltoniano es el fibrado cotangente de una va-
riedad con su estructura simpléctica canónica y un hamiltoniano.

Sea Q una variedad de dimensión n y supongamos que tenemos una aplica-
ción diferenciable H : T ∗Q −→ R sobre el fibrado cotangente de Q. Denotemos
por ω la estructura simpléctica asociada a T ∗Q. Veremos a continuación que las
curvas integrales de XH ∈ X(T ∗Q) son justamente las soluciones de las ecua-
ciones de Hamilton para el hamiltoniano H. En efecto, sea c(t) = (qi(t), pi(t))
curva integral de XH . De (1.7) deducimos que

ċ =
d

dt
c(t) = XH(c(t)) =

n∑
i=1

∂H

∂pi

∂

∂qi
(c(t))− ∂H

∂qi
∂

∂pi
(c(t)).

Entonces 
d

dt
qi(t) = dqi · ċ =

∂H

∂pi
,

d

dt
pi(t) = dpi · ċ = −∂H

∂qi
.

Ejemplo 3.1.2 Sean Q = R3 y H : T ∗R3 −→ R la aplicación definida por

H(qi, pi) =
1

2m

3∑
i=1

(pi)
2 + V (qi), con m > 0.

De (1.7) deducimos que la expresión local del campo hamiltoniano XH es

XH =
3∑
i=1

(
pi

2m

∂

∂qi
− ∂V

∂qi
∂

∂pi

)
.
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3.1. Sistemas hamiltonianos

Las ecuaciones de Hamilton de este sistema son
q̇i =

pi
2m

,

ṗi = −∂V
∂qi

.

Un caso particular de esta situación es el problema de Kepler. Este pro-
blema consiste en un sistema de dos part́ıculas en Q = R3, donde una de
ellas tiene una masa mucho mayor que la otra (como ocurre por ejemplo con
sistemas como Sol-Tierra, Tierra-Luna,...). Además, se asume que el sistema
no se ve afectado por una fuerza exterior y que las fuerzas entre las particulas
sólo dependen de la distancia que hay entre ellas. Por tanto, el sistema queda
determinado por tres coordenadas correspondientes a la posición relativa de la
particula de menor masa respecto de la otra.

Consideremos en R3 coordenadas esféricas (r, θ, ψ).
x1 = r senψ cos θ
x2 = r senψ sen θ
x3 = r cosψ

El lagrangiano del sistema es entonces de la forma

L = K(r, θ, ψ, ṙ, θ̇, ψ̇)− V (r)

donde K es la enerǵıa cinética (ver (C.0.2))

K =
m

2
[ṙ2 + r2ψ̇2 + (r2 sin2 ψ)θ̇2].

Denotaremos por pr, pψ y pθ a los momentos conjugados que vienen definidos
por la siguientes ecuaciones

pr ≡
∂L

∂ṙ
= mṙ,

pψ ≡
∂L

∂ψ̇
= mr2ψ̇,

pθ ≡
∂L

∂θ̇
= m(r2 sin2 ψ)θ̇,

Despejando de estas ecuaciones ṙ, ψ̇ y θ̇ y sustituyendo su valor en H =
K + V , obtenemos la siguiente expresión de la enerǵıa del sistema en función
de (r, ψ, θ, pr, pψ, pθ)

H =
p2
r

2m
+

p2
ψ

2mr2
+

p2
θ

2mr2 sin2 ψ
+ V (r). (1.1)

Por tanto,

XH =
pr
m

∂

∂r
+

pψ
mr2

∂

∂ψ
+

pθ
mr2 sin2 ψ

∂

∂θ
+

+

(
1

mr3

[
p2
ψ +

p2
θ

sin2 ψ

]
− dV

dr

)
∂

∂pr
+

p2
θ cosψ

mr2 sin3 ψ

∂

∂pψ
.
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3. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

Finalmente, las ecuaciones de Hamilton son las siguientes

ṙ ≡ pr
m
, ṗr ≡

1

mr3
[p2
ψ +

p2
θ

sin2 ψ
]− V ′(r);

ψ̇ ≡ pψ
mr2

, ṗψ ≡
p2
θ cosψ

mr2 sin3 ψ
;

θ̇ ≡ pθ
mr2 sin2 ψ

, ṗθ ≡ 0.

3.2. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

Estamos interesados en buscar métodos para intentar resolver las ecuacio-
nes de Hamilton. Uno de estos métodos es el que nos proporciona la ecuación
de Hamilton-Jacobi.

Una estrategia para simplificar las ecuaciones de Hamilton es buscar fun-

ciones generatrices apropiadas. Por ejemplo, funciones S(q, q) tal que

(
∂2S

∂q∂q

)
es regular y

H

(
q,
∂S

∂q
(q, q)

)
= K(p). (2.2)

Esto podŕıa ser algo complicado aśı que tratemos de investigar sobre esta
ecuación. Fijemos (q0, p0). Entonces la ecuación que resulta es

H

(
q,
∂S

∂q
(q)

)
= cte = E

donde S(q) = S(q, q0) y E = K(p0). Vamos a ver si considerando esta ecuación
que resulta más simple que (2.2) podemos decir algo de las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton.

A esta ecuación se le denomina ecuación de Hamilton-Jacobi.

Teorema 3.2.1 Sea S(q) una función diferenciable. Entonces son equivalentes

1. H

(
q,
∂S

∂q

)
= E.

2. Si q(t) es una solución de

dq

dt
=
∂H

∂pi

(
q,
∂S

∂q

)
,

entonces (q(t), p(t)) =

(
q(t),

∂S

∂q
(q(t))

)
es solución de las ecuaciones de

Hamilton.

Re-escribiremos y probaremos este resultado en el contexto de la geometŕıa
diferencial.

Sea Q una variedad y consideremos M = T ∗Q con su estructura simpléctica
canónica. Supongamos que H : T ∗Q −→ R es un hamiltoniano. Sea S : Q −→
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3.2. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

R una aplicación diferenciable. La ecuación de Hamilton-Jacobi se re-escribe
globalmente como

H ◦ dS = E.

Veamos en primer lugar un lema que será útil para probar posteriores resulta-
dos.

Lema 3.2.2 Sean Q una variedad diferenciable y S : Q −→ R una aplicación
diferenciable. Entonces se verifica la siguiente igualdad

ωβ(Tβ(dS ◦ π∗Q)v, w) = ωdS(π∗Qβ)(v, w − TdS(π∗Qβ)(dS ◦ π∗Q)w) (2.3)

para todo v ∈ Tβ(T ∗Q) y w ∈ TdS(π∗Qβ)(T
∗Q), donde ω denota a la 2-forma

simpléctica canónica de T ∗Q y π∗Q : T ∗Q −→ Q es la proyección canónica.

Demostración. Nótese que dado la 1-forma α sobre T ∗Q se tiene que

α∗λQ = α. (2.4)

En efecto, en un entorno coordenado U de T ∗Q con coordenadas (qi, pi) se
tienen las siguientes expresiones locales de λQ y α

λQ =
n∑
i=1

pidq
i α =

n∑
i=1

αidq
i.

Entonces

α∗λQ = α∗

(
n∑
i=1

pidq
i

)
=

n∑
i=1

(α∗pi)d(α∗qi)

=
n∑
i=1

αidq
i = α.

De (2.4) se sigue que (dS)∗ω = 0, ya que

(dS)∗ω = (dS)∗(−dλQ) = −d((dS)∗λQ)

= −d(dS) = 0

Como (dS)∗ω = 0, se tiene que la relación (2.3) es equivalente a la siguiente

ωdS(π∗Qβ)(v − Tβ(dS ◦ π∗Q)v, w − TdS(π∗Qβ)(dS ◦ π∗Q)w) = 0. (2.5)

Como π∗Q ◦ dS = 1Q, se tiene que Tβπ
∗
Q(v − Tβ(dS ◦ π∗Q)v) = 0, es decir, que

los vectores de la forma v − Tβ(dS ◦ π∗Q)v son verticales. Veamos ahora que
dados dos vectores verticales a, b se tiene que ω(a, b) = 0, con lo cual quedaŕıa
probado el Lema. Entonces si a y b son verticales, y tomamos un entorno
coordenado U de coordenadas (qi, pi), tienes que

a =
n∑
i=1

ai
∂

∂pi
, b =

n∑
i=1

bi
∂

∂pi
.
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3. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

Por tanto,

ω(a, b) =
n∑
i=1

(dqi ∧ dpi)(a, b)

=
n∑
i=1

dqi(a)dpi(b)− dqi(b)dpi(a) = 0.

�

Estamos en condiciones de enunciar y probar la versión geométrica del
Teorema 3.2.1. Para ello consideraremos el campo hamiltoniano de H, XH ∈
X(T ∗Q), y el campo XS

H ∈ X(Q), definido por

XS
H(q) = TdS(q)π

∗
Q(XH(dS(q))) (2.6)

Teorema 3.2.3 Sea S : Q −→ R una aplicación diferenciable. Entonces son
equivalentes

1. Si c : I −→ Q es curva integral de XS
H , entonces dS ◦ c : I −→ T ∗Q es

una curva integral de XH .

2. S satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi H ◦ dS = E = cte.

Demostración. Sea c(t) una curva integral de XS
H . Consideremos la curva

γ(t) = dS(c(t)) en T ∗Q. Por la regla de la cadena tenemos que

γ′(t) = TdS(c(t)) · c′(t)
= TdS(c(t)) · Tπ∗Q(XH(dS(c(t)))

= T (dS ◦ π∗Q)(XH(dS(c(t))))

En virtud del Lema 3.2.2 para todo v ∈ Tγ(t)(T
∗Q) se tiene que

ω(T (dS ◦ π∗Q)(XH(γ(t))), v) =
= ω(XH(γ(t)), v)− ω(XH(γ(t)), T (dS ◦ π∗Q)v)
= ω(XH(γ(t)), v)− dH(γ(t))(TdS(γ(t))(Tπ∗Q(v))).

(2.7)

Supongamos que S satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi. Nótese que
dH(γ(t))(TdS(γ(t))) = d(H ◦ dS)(γ(t)), término de la anterior ecuación que
se anula por ser S solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi. Por tanto,

γ′(t) = T (dS ◦ π∗Q)(XH(dS(c(t)))) = XH(γ(t)).

Rećıprocamente, si se satisface 2. entonces

XH(γ(t)) = γ′(t) = T (dS ◦ π∗Q)(XH(γ)(t))

Sustituyendo en (2.7) concluimos que

dH(γ(t))(TdS(γ(t))(Tπ∗Q(v))) = 0

para todo v ∈ Tγ(t)(T
∗Q). Como π∗Q es sobre, se tiene que dH(γ(t))(TdS(γ(t))) =

0. Por tanto, S es solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi (d(H ◦dS)) = 0,
o equivalentemente H ◦ dS = E para una cierta constante E.

�

El Teorema 3.2.3 puede generalizarse en el siguiente sentido
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3.2. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

Teorema 3.2.4 Sea α : Q −→ T ∗Q una 1-forma cerrada sobre Q. Entonces
son equivalentes

1. Si c : I −→ Q es una curva integral del campo de vectores Xα
H sobre Q

definido por
Xα
H(q) = Tα(q)π

∗
Q(XH(α(q)))

para todo q ∈ Q. Entonces α ◦ c : I −→ T ∗Q es una curva integral de
XH , esto es, es una solución de las ecuaciones de Hamilton.

2. α satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi, esto es,

H ◦ α = cte.

Demostración. La fórmula (2.3) del Lema 3.2.2 puede generalizarse en el
siguiente sentido

ωβ(Tβ(α ◦ π∗Q)(v), w) = ωα(π∗Q(β))(v, w − Tα(π∗Q(β))(α ◦ π∗Q)(w))

para cualquier v ∈ Tβ(T ∗Q) y w ∈ Tα(π∗Q(β))(T
∗Q) con β ∈ T ∗Q.

Basta sustituir dS por α. Entonces razonando como en el Teorema 3.2.3
deducimos la equivalencia del Teorema. �

Ejemplo 3.2.5 Veamos como se aplica el Teorema 3.2.3 en el problema de
Kepler.

Consideremos el hamiltoniano H en coordenadas esféricas (1.1) y la función
S(r, ψ, θ) = Sr(r) + Sψ(ψ) + Sθ(θ). Entonces la ecuación de Hamilton-Jacobi
que resulta es

1

2m

(
dSr
dr

)2

+
1

2mr2

(
dSψ
dψ

)2

+
1

2mr2 sin2 ψ

(
dSθ
dθ

)2

+ V (r) = E = cte.

Pretendemos buscar una función S que satisfaga esta ecuación, para ello
resolvemos las siguientes ecuaciones diferenciables(

dSθ
dθ

)2

= E2
1(

dSψ
dψ

)2

+
E2

1

sin2 ψ
= E2

1

2m

(
dSr
dr

)2

+
E2

2mr2
+ V (r) = E

donde E,E1 y E2 son constantes. La solución de estas ecuaciones son

Sθ = E1θ + E1

Sψ =

∫ √
E2 −

E1

sin2 ψ
dψ

Sr =

∫ √
2mE − E2

r2
− 2mV (r) dr.
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3. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

Las curvas integrales del campo

XS
H =

1

m

dSr
dr

∂

∂r
+

1

2mr2

dSψ
dψ

∂

∂ψ
+

1

2mr2 sin2 ψ

dSθ
dθ

∂

∂θ

son las soluciones (r(t), ψ(t), θ(t)) del sistema de ecuaciones diferenciable si-
guiente

ṙ =
1

2m

dSr
dr

ψ̇ =
1

2mr2

dSψ
dψ

∂

∂ψ

θ̇ =
1

2mr2 sin2 ψ

dSθ
dθ

∂

∂θ
.

Nótese que este sistema se puede resolver con facilidad ya que de la primera
ecuación deducimos r(t), lo que nos permite a su vez obtener ψ(t) a partir de
la segunda y finalmente de la tercera deducimos θ(t).

En definitiva, las curvas integrales de XH que se obtienen a partir de este
método son

dS(r(t), ψ(t), θ(t)).

3.3. Soluciones completas de la ecuación de

Hamilton-Jacobi

La ecuación de Hamilton-Jacobi nos permite obtener soluciones de las ecua-
ciones de Hamilton que están en la imagen de dS para una función S : Q −→
T ∗Q sobre la variedad. Por consiguiente si fijamos S no obtenemos todas las so-
lucione de las ecuaciones de Hamilton. En esta sección veremos como descubrir
todas las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. Para ello introduciremos
la noción de solución de Hamilton-Jacobi total.

Definición 3.3.1 Sea H : T ∗Q −→ R una aplicación hamiltoniana asociada
a un sistema mecánico sobre una variedad Q de dimensión n. Una solución
total de la ecuación de Hamilton-Jacobi es una aplicación diferenciable

S : Q× Λ −→ T ∗Q

sobre el producto cartesiano de Q por un abierto Λ de Rn tal que

1. Para cada λ ∈ Λ, la aplicación Sλ : Q −→ T ∗Q definida por

Sλ(q) = S(q, λ)

es una solución de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, esto es, Sλ es una
1-forma cerrada y

H ◦Sλ = cte.

2. La aplicación S : Q× Λ −→ T ∗Q es un difeomorfismo local.

Nota 3.3.2 En este texto siempre supondremos, para simplificar cálculos, que
S es un difeomorfismo global.
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3.3. Soluciones completas de la ecuación de Hamilton-Jacobi

A continuación veremos como la existencia de una solución total de la
ecuación de Hamilton-Jacobi nos permite obtener todas las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton.

Teorema 3.3.3 Sea S : Q × Λ −→ T ∗Q una solución total de la ecuación
de Hamilton-Jacobi. Entonces, si n es la dimensión de Q, existen n-funciones
f1, . . . , fn ∈ C∞(T ∗Q,R) tales que

1. Las funciones fi son integrales primeras, esto es, XH(fi) = 0.

2. Las funciones fi son lienalmente independientes, esto es,

(df1 ∧ . . . ∧ dfn)(x) 6= 0.

3. Las funciones fi están en involución entre si, esto es,

{fi, fj} = 0.

Demostración. Consideremos la aplicación F : T ∗Q −→ Rn

F = pr2 ◦ (S)−1

donde pr2 : Q × Λ −→ Λ ⊂ Rn. Como pr2 es una sumersión y S es un difeo-
morfismo entonces F es una sumersión. Por tanto, existen f1, . . . , fn funciones
linealmente independientes sobre T ∗Q tal que

F = (f1, . . . , fn).

Veamos que estas funciones son integrales primeras. Por hipótesis, para
todo λ ∈ Λ tenemos que

T(q−λ)S(XSλ
H (q), 0) = XH(Sλ(q)) (3.8)

donde XSλ
H es el campo de vectores sobre Q definido como en (2.6).

En efecto, para todo (q, λ) ∈ Q× Λ

T(q,λ)S(XSλ
H (q), 0) = (TSλ(q)(Sλ ◦ π∗Q)(XH(Sλ(q))), 0).

Por otro lado del Lema 3.2.2 deducimos que para todo v ∈ TdSλ(q)(T
∗Q),

ωSλ(q)(TSλ(q)(S ◦ π∗Q)(XH(Sλ(q)), v)) =

= ωSλ(q)(XH(Sλ(q)), v − TSλ(q)(Sλ ◦ π∗Q)(v))

= ωSλ(q)(XH(Sλ(q)), v)− dH(Sλ(q))(TqSλ(TSλ(q)π
∗
Q(v)))

= ωSλ(q)(XH(Sλ(q), v)− d(H ◦Sλ)(TSλ(q)π
∗
Q(v))).

Puesto que Sλ es una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi entonces
d(H ◦Sλ) = 0. Por tanto, de la no degeneración de ω tenemos 1.

Por otro lado, para todo βq ∈ T ∗qQ existe λ ∈ Λ tal que

βq = Sλ(q)
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3. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

por tanto,

XH(βq)(fi) = XH(Sλ(q))(fi) = T(q,λ)S(XSλ
H (q), 0)(fi) =

= (XSλ
H (q), 0)(fi ◦S) = (XSλ

H (q), 0)(pri) = 0

donde pri : Q× Λ −→ R es la aplicación

pri(q, t1, . . . , tn) = ti.

Veamos por último que las funciones fi están en involución. Para ello con-
sideramos para todo (q, λ) el subespacio

L(q,λ) = {(u, 0) ∈ TqQ× TλΛ}.

Este subespacio es lagrangiano con respecto a la forma simpléctica

ωS = (S)∗(ω)

donde ω es la forma simpléctica canónica de T ∗Q. En efecto, si L⊥(q,λ) es el
ortogonal simpléctico, esto es,

L⊥(q,λ) = {(v, s) ∈ TqQ× TλΛ / ωS((u, 0), (v, s)) = 0 para todo (u, 0) ∈ L(q,λ)},

entonces L(q,λ) ⊆ L⊥(q,λ). Para comprobarlo tomamos (v, 0) ∈ L(q,λ). Entonces,

para todo (q, λ) ∈ Q× Λ

(ωS)(q,λ)((u, 0), (v, 0)) = ωS(q,λ)(TqSλ(u), TqSλ(v))

= −(Sλ)
∗(dλQ)(q)(u, v)

y como para cualquier forma β en Q se tiene que β∗(λQ) = β, deducimos que

(ωS)(q,λ)((u, 0), (v, 0)) = (dSλ)(q)(u, v) = 0.

Para ver la igualdad comprobaremos que dimL(q,λ) = dimL⊥(q,λ). En efecto,
es claro que dimL(q,λ) = dimQ y que

dimL⊥(q,λ) ≥ dimQ.

Como dim (TqQ× TλΛ) = 2 dimQ, entonces

dimL⊥(q,λ) = dimQ = dimL(q,λ).

Aśı, si βq ∈ T ∗qQ entonces existe λ ∈ Λ tal que βq = Sλ(q). En tal caso,
usando 1.

{fi, fj}(dSλ(q)) = ω(dSλ(q))(Xfi(dSλ(q)), Xfj(dSλ(q)))

= ω(dSλ(q))(T(q,λ)dS(XSλ
fi

(q), 0), T(q,λ)dS(XSλ
fj

(q), 0)))

= (ωSλ)(q,λ)((X
Sλ
fi

(q), 0), (XSλ
fj

(q), 0)).

Como (XSλ
fi

(q), 0), (XSλ
fj

(q), 0) ∈ L(q,λ) = L⊥(q,λ), entonces

{fi, fj}(βq) = 0

para todo βq ∈ T ∗qQ. �

La importancia de encontrar n-integrales primeras independientes en invo-
lución se justifica con el uso de un famoso resultado, el Teorema de Arnold-
Liouville que solo enunciaremos en este trabajo.
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3.3. Soluciones completas de la ecuación de Hamilton-Jacobi

Teorema 3.3.4 Sea (M,ω,H) un sistema hamiltoniano con dimM = 2n.
Supongamos que tenemos {f1, . . . , fn} ⊂ C∞(M,R) integrales primeras lineal-
mente independientes que están en involución y tal que f1 = H. Si para cada
c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn consideramos la subvariedad cerrada de M

Mc = {x ∈M /F (x) = (f1(x), . . . , fn(x)) = (c1, . . . , cn)},

entonces

1. Cada solución de las ecuaciones de Hamilton está enteramente contenida
en Mc para un cierto c ∈ Rn.

2. Si Mc es compacto y conexo, Mc es difeomorfo un toro de dimensión n.

3. Las ecuaciones de Hamilton pueden ser integradas por cuadratura.

En consecuencia, si {f1, . . . , fn} ⊆ C∞(T ∗Q,R) son n-integrales primeras
independientes en involución deducidas del Teorema 3.3.3 y podemos extraer
n− 1 de ellas tal que {H, fi1 , . . . , fin−} son independientes, entonces las ecua-
ciones de Hamilton pueden ser integradas por cuadratura.

Antes de finalizar el trabajo comprobaremos que la existencia de n-integrales
primeras ”independientes”, en un cierto sentido, y en involución generan una
solución total de la ecuación de Hamilton-Jacobi.

Sea f : T ∗Q −→ R una función diferenciable sobre el fibrado contangente
de Q y V π = ∪β∈T ∗QKer Tβπ∗Q el fibrado vertical. Denotemos por dvf a la
aplicación dvf : T ∗Q −→ (V π)∗ definida por dvf(β) = df(β)|Ker Tβπ∗Q . No-

ta que localmente si (qi, pi) son coordenadas locales para T ∗Q, entonces las
expresiones locales de df y dvf son

df =
∂f

∂qi
dqi +

∂f

∂pi
dpi

dvf =
∂f

∂pi
dpi.

Diremos que las aplicaciones {f1, . . . , fn} son verticalmente independientes si

(dvf1 ∧ . . . ∧ dvfn)(q) 6= 0

para todo q ∈ Q.
Veremos por último como la existencia de integrales primeras verticalmente

independientes en involución nos permite obtener una solución completa de la
ecuación de Hamilton-Jacobi.

Teorema 3.3.5 Sea H : T ∗Q −→ R un hamiltoniano sobre T ∗Q, con dimQ =
n. Supongamos que tenemos {f1, . . . , fn} ⊆ C∞(T ∗Q,R), con f1 = H, integra-
les primeras en involución y verticalmente independientes. Entonces para todo
q ∈ Q existe U ∈ Ent(q) y existe un difeomorfismo S : U ×Λ −→ T ∗U tal que

1. dSλ = 0 para todo λ ∈ Λ.

2. Sλ : Q −→ T ∗Q es una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi, esto
es

H ◦S = cte.
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3. La Ecuación de Hamilton-Jacobi

Demostración. Consideremos la aplicación φ : T ∗Q −→ Q× Rn dada por

φ(Sq) = (q, fi(Sq)).

Entonces φ es un difeomorfismo local, ya que

Jφ =


In×n 0

∂fi
∂qj

∂fi
∂pj


es regular por ser {f1, . . . , fn} verticalmente independientes.
Entonces tomamos S = φ−1 : U × Λ −→ T ∗U .
Veamos que H ◦Sλ = cte. En efecto, como f1 = H entonces

H ◦Sλ(q) = f1 ◦S(q, λ) = pr1(q, λ) = λ1

donde pr1 : Q× Λ −→ R tal que pr1(q, λ1, . . . , λn) = λ1.
Veamos por último que dSλ = 0. Por hipótesis tenemos que {fi, fj} = 0,

por tanto,
0 = {fi, fj} = ω(Xfi .Xfj).

Por otra parte, para todo λ ∈ Λ y q ∈ Q

TqSλ(TQ) ⊆ < {dfi(S(q, λ))} >⊆ < Xfi(S(q, λ)) > (3.9)

En efecto, para todo u ∈ TqQ

dfi(S(q, λ))(TqSλ(u)) = TqSλ(u)(fi) = u(fi ◦Sλ)

= u(λi) = 0

Usando (3.9) y que dSλ = S∗λ(ω) concluimos que para todo (u, v) ∈ TqQ×TqQ

dSλ(q)(u, v) = ((Sλ)
∗ω)(q)(u, v)

= ω(Sλ(q))(TqSλ(u), TqSλ(v)) = 0

�
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Apéndice A

Fibrados vectoriales

En este primer apartado de los Apéndices recordaremos las nociones ele-
mentales de la categoŕıa de fibrados vectoriales.

Definición A.0.6 Diremos que una aplicación diferenciable π : E −→ M es
un fibrado vectorial de rango k si para todo x ∈M se tiene que

i) π−1(x) es un espacio vectorial de dimensión k.

ii) Existen un entorno abierto U de x en M y un difeomorfismo ϕ : U ×
Rk −→ π−1(U) tal que, para todo x′ ∈ U ,

a) (π ◦ ϕ)(x′, v) = x′, para todo v ∈ Rk.

b) ϕx′ : Rk −→ π−1(x′) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Al conjunto E se le denomina espacio total del fibrado, M es el espacio base del
fibrado, π la proyección del fibrado, π−1(x) la fibra en x y ϕ es la trivialización
local.

Una sección del fibrado vectorial π : E −→ M es una aplicación diferen-
ciable s : M −→ E tal que

π ◦ s = 1M .

Nota que el espacio de las secciones de π : E −→M , Γ(E), es un C∞(M)-
módulo.

Unos ejemplos de fibrados vectoriales son los que a continuación describi-
mos.

Ejemplos:

i) La segunda proyección p2 : Rk ×M −→M .

Aqúı las fibras son Rk, el fibrado es de rango k y las secciones de este
fibrado se pueden identificar con las aplicaciones diferenciables f : M −→
Rk.

ii) El fibrado tangente de una variedad Q, πQ : TQ −→ Q.

En este caso las fibras son TqQ, con q ∈ Q, el rango es la dimensión de
Q y las secciones son los campos de vectores sobre Q.
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iii) El fibrado cotangente de una variedad Q, π∗Q : T ∗Q −→ Q.

Las fibras de este fibrado son los espacios cotangentes T ∗qQ, con q ∈ Q,
por lo que el rango de π∗Q es la dimensión de Q. Respecto a las secciones
de este fibrado, son justamente las 1-formas sobre Q.

Definición A.0.7 Sean π1 : E1 −→ M1, π2 : E2 −→ M2 fibrados vectoriales
y F : E1 −→ E1 y f : M1 −→ M2 aplicaciones diferenciables. Diremos que
(F, f) es un morfismo de fibrados si el siguiente diagrama es conmuntativo

M1

f
- M2

π1

?

π2

?

E1

F
- E2

y para cada x ∈M , F induce una aplicación lineal

Fx : π−1
1 (x) −→ π−1

2 (f(x)).

Si además F y f son difeomorfismos, entoces diremos que (F, f) es un iso-
morfismo de fibrados vectoriales.

Supongamos ahora que π1 : E1 −→ M y π2 : E2 −→ M son fibrados
vectoriales sobre una misma variedad M . Sea F : E1 −→ E2 un morfismo de
fibrados vectoriales sobre las identidades. Entonces F induce de forma natural
un morfismo C∞(M)-módulos

F : Γ(E1) −→ Γ(E2).

Si F es un isomorfismo de fibrados vectoriales entonces induce un isomorfismo
de C∞(M)-módulos entre los correspondientes espacios de secciones Γ(E1) y
Γ(E2).
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Apéndice B

Campos de vectores y formas
sobre una variedad

B.1. Flujo de un campo de vectores y derivada

de Lie

En este apéndice presentaremos la relación entre el flujo de un campo de
vectores y la derivada de Lie de una k-forma respecto de ese campo de vectores.

Definición B.1.1 Sea M una variedad. Diremos que una aplicación diferen-
ciable φ : R ×M −→ M es un grupo uniparamétrico de transformaciones si
verifica las siguientes condiciones

1. φ0 = φ(0, ·) : M −→M es la identidad en M .

2. φt : M −→M es un difeomorfismo.

3. φt+s = φt ◦ φs para todo t, s ∈ R.

Definición B.1.2 Sea X un campo de vectores sobre una variedad M . Se
denomina flujo del campo X a la aplicación diferenciable

φ : R×M −→M

tal que
dφx
dt

(t) = Xφx(t) y φx(0) = x para todo x ∈M .

Se tiene que todo grupo uniparamétrico de transformaciones φ : R×M −→
M define un campo de vectores X sobre la variedad M .

Por otra parte, sean X un campo de vectores y α una k-forma sobre una
variedad M . Se define la derivada de Lie de α respecto del campo X como la
k-forma

LXα = iXdα + d iXα.

Equivalentemente la derivada de Lie de α respecto de X puede definirse en
términos del flujo del campo X como sigue

(LXα)x(v1, . . . , vk) = ĺım
t→0

φ∗tαx(v1, . . . , vk)− αx(v1, . . . , vk)

t

=
d

dt |t=0
(φ∗t (α))x(v1, . . . , vk).
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B.2. Lema de Poincaré

donde φt : M −→M es el flujo de X.
La siguiente proposición describe ciertas propiedades que involucran al flujo

de un campo de vectores X y la derivada de Lie respecto de X.

Proposición B.1.3 Sean X ∈ X(M), φt el flujo de X y α ∈ Ωk(M). Entonces

i) LX(φ∗t0α) = d
dt |t=t0

(φ∗tα)

ii) LX(φ∗t0α) = φ∗t0(LXα).

B.2. Lema de Poincaré

Es bien conocido que la diferencial exterior sobre una variedad define un
operador de cohomoloǵıa, esto es, d2 = 0. Esto implica que toda forma exacta
es cerrada. El rećıproco no es cierto, aunque śı localmente. Este es el conocido
Lema de Poincaré que a continuación pasamos a enunciar.

Lema B.2.1 Sea α una k-forma sobre la variedad M tal que dα = 0. Entonces
para todo x0 ∈M existen un entorno U de x0 y una k-1-forma β en U tal que

αx = (dβ)x ∀x ∈ U.
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Apéndice C

Mecánica Hamiltoniana

En este apartado de los Apéndices recordaremos las nociones básicas de
la Mecánica Hamiltoniana clásica de un sistema no sometido a ligaduras, que
serán necesarias para el desarrollo de este trabajo.

Uno de los problemas que estudia la Mecánica Newtoniana es conocer como
se comporta a lo largo del tiempo un sistema de N objetos. Para simplificar
este problema se identifican los objetos con puntos (con una cierta masa) en el
espacio que estemos trabajando (Rd). Al conjunto de posibles posiciones que
puede adoptar un sistema se le denomina espacio de configuración.

El movimiento de un sistema de N puntos de masa queda descrito por la
segunda ley de Newton, la cual afirma que

Fi = miq̈i para i = 1, 2, . . . , N,

donde Fi es la fuerza total del i-ésimo objeto, mi su masa y q̈i su aceleración.
Una noción importante dentro de la Mecánica es el momento lineal de un

objeto, el cual se define como

pi := miq̇i

donde q̇i denota la velocidad del objeto en cuestión.

Definición C.0.2 La enerǵıa cinética de un sistema de N objetos es

K :=
1

2

∑
mi||q̇i||2

donde q̇i la velocidad del i-ésimo objeto.

Un tipo particular de problema es el denominado problema de fuerza cen-
tral, el cual consiste en un sistema unipuntual cuya fuerza es de la forma
F = F (||q||)q̂, donde q̂ = q/||q|| y F es una función real. Un ejemplo de es-
te tipo de problema es el problema de Keppler el cual estudia el movimiento
de un sistema formado por dos puntos de masa en donde uno tiene una ma-
sa muy superior al otro y la única fuerza que hay entre ellos es la atracción
gravitacional.

Definición C.0.3 Un sistema de potencial Newtoniano es un sistema de ecua-
ciones

miq̈i = −∂V
∂qi

para i = 1, 2, . . . , N , donde V (qi) es una función real, a la cual se le llama
enerǵıa potencial.
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Nótese que todo problema de fuerza central es un sistema de potencial
Newtoniano.

Definición C.0.4 La enerǵıa total de un sistema de potencial con enerǵıa
potencial V (q) es E := K + V , siendo K la enerǵıa cinética.

En la formulación Lagrangiana se tiene en cuenta las posiciones y veloci-
dades de los distintos puntos de masa. Ello se observa en el siguiente resultado
que relaciona esta formulación con cualquier sistema de potencial Newtoniano.

Teorema C.0.5 Cualquier sistema de potencial Newtoniano

miq̈i = −∂V
∂qi

, i = 1, 2, . . . , N,

es equivalente a las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0,

para el lagrangiano L : R2dN −→ R definido por

L(q, q̇) :=
N∑
i=1

1

2
mi||q̇i||2 − V (q).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange descritas en el teorema anterior no de-
penden de las coordenadas elegidas. En esta formulación la función de enerǵıa
para un lagrangiano L(q, q̇) es

E :=
∂L

∂q̇
q̇ − L.

En cuanto al formulalismo Hamiltoniano, este se diseña en un espacio en
el que las coordenadas locales corresponden con las posiciones y los momen-
tos de los puntos. El siguiente resultado relaciona los sistemas de potencial
Newtoniano y la formulación Hamiltoniana.

Teorema C.0.6 Cualquier sistema de potencial Newtoniano

miq̈i = −∂V
∂qi

, i = 1, 2, . . . , N,

es equivalente las ecuaciones canónicas de Hamilton

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
,

para el hamiltoniano

H(q, p) :=
N∑
i=1

1

2mi

||pi||2 + V (q).
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C. Mecánica Hamiltoniana

Al igual que sucede con las ecuaciones de Euler-Lagrange, se tiene que las
ecuaciones de Hamilton son independientes de las coordenadas empleadas. En
principio, un sistema lagrangiano no es equivalente a uno hamiltoniano, pero en
ciertas condiciones de regularidad, que describiremos a continuación, se tiene
la equivalencia entre ambas formulaciones.

Definición C.0.7 La transformación de Legendre para un lagrangiano L(q, q̇)
es el cambio de variable (q, q̇) 7→ (q, p) dado por

p :=
∂L

∂q̇
.

A la nueva variable p se le denomina momento conjugado.

Nótese que en el caso de un sistema de potencial Newtoniano se tiene que

L(q, q̇) =
N∑
i=1

1

2
mi||q̇i||2 − V (q),

luego la transformación de Legendre es de la forma

pi = miq̇i,

lo que se ha definido como momento del i-ésimo objeto.

Definición C.0.8 Diremos que un lagrangiano L es regular si

det
∂2L

∂q̇2
6= 0.

L es hiperregular si la transformación de Legendre para L es un difeomorfismo.

Teorema C.0.9 Si L : R2dN −→ R es un lagrangiano hiperregular, entonces
las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0,

son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
,

para el hamiltoniano

H(q, p) := p · q̇(q, p)− L(q, q̇(q, p)).
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