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Introduccion

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) llevé a cabo uno de los primeros
estudios en éptica geométrica en un medio arbitrario con diferentes indices de
refraccion. Encontré una expresion de una funcion caracteristica, que repre-
senta la longitud del camino de un rayo, considerada como una funcién de las
posiciones inicial y final y el tiempo. Estas funciones satisfacen unas ecuaciones
en derivadas parciales, y determinan las trayectorias de los rayos. Esta idea
le sugerio relacionar los rayos y las trayectorias de un sistema mecanico. Asi,
Hamilton extendié estos conceptos a la Mecanica tras la incorporacion de las
ideas de Lagrange y otros investigadores de la época en relaciéon con coordena-
das generalizadas. La Mecanica hamiltoniana se ha convertido hoy en dia en
una piedra angular de la Fisica Tedrica.

Sin embargo, Hamilton no se plante6 el problema de cémo resolver las
ecuaciones resultantes. Fue Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) quien ob-
servd que la solucion de esta ecuacién en derivadas parciales se reduce a la
solucién de un sistema hamiltoniano de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Desde entonces la teoria se llama ” Teoria de Hamilton-Jacobi”.

Es de sobra conocido que las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange
(ecuaciones diferenciales de segundo orden) para sistemas mecéanicos nos des-
cribe la dinamica del sistema. Las ligaduras en las posiciones nos obligan a
trabajar sobre un espacio de configuracién que resulta ser una variedad ().
Geométricamente, el lagrangiano es una funcién diferenciable del espacio de
fases de velocidades (el espacio tangente de una variedad, T'Q)). Cuando esta
funcién es regular (esto es, el Jacobiano del lagrangiano es regular) podemos
introducir una funcién H (la funcién hamiltoniana) definida sobre el espacio
de fases de momentos (el fibrado cotangente de la variedad, 7*@Q). Entonces
las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se convierten (usando la
transformacion de Legendre) en las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden sobre 7*(). Geométricamente las soluciones de
estas ecuaciones no son mas que las curvas integrales del campo hamiltoniano
asociado a la funcién H : T*Q — R (un campo sobre 7*@Q)) cuando conside-
ramos la estructura simpléctica candnica sobre T%(Q).

La resolucién de las ecuaciones de Hamilton no es un problema trivial.
En numerosas ocaciones estas ecuaciones son dificiles de resolver. Por ello es
fundamental obtener métodos que simplifiquen su resolucién. Uno de estos
métodos es el de Hamilton-Jacobi. La ecuacion de Hamilton-Jacobi clasica es
una ecuacion en derivadas parciales de primer orden que involucra a la funcién
hamiltoniana y cuyas soluciones son funciones sobre (). El método consiste en
encontrar una cierta funcién S sobre ) que satisfaga la ecuaciéon de Hamilton-



Jacobi y que nos permita construir un campo de vectores sobre () cuyas curvas
integrales junto con la funcién S nos permite generar soluciones de la ecuacion
de Hamilton a lo largo de las imagenes de dS. Es evidente que estas no son
todas las soluciones de la ecuacion de Hamilton. Si uno desea obtener todas
las soluciones entonces debe abordar la resolucion de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi total.

En este trabajo detallaremos esta teoria, desarrollando previamente algu-
nos aspectos de la Mecanica Hamiltoniana.

El primer capitulo estd dedicado a las nociones y resultados basicos de
la geometria simpléctica, herramienta fundamental para el desarrollo del for-
malismo hamiltoniano. En él definimos la estructura simpléctica canénica del
fibrado cotangente de una variedad, gracias a la cual podemos expresar de
forma global las ecuaciones de Hamilton.

En el segundo profundizamos en uno de los resultados més importantes de
la geometria simpléctica, el Teorema de Darboux, y caracterizaremos las trans-
formaciones entre coordenadas de Darboux a otras coordenadas de Darboux,
lo que es interesante a la hora de simplificar la resolucion de las ecuaciones de
Hamilton.

Y por ultimo, en el capitulo 3 describiremos la ecuacién de Hamilton-Jacobi
y probaremos la relacién que existe entre las soluciones de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi y las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. La tultima
parte de este capitulo estd dedicada al estudio de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi total.

Durante estos ultimos anos la teoria de Hamilton-Jacobi ha sido extendida
a diversos contextos como la Mecdnica no holénoma o las Teorias Clésicas de
campos.

Los sistemas no holénomos estan caracterizados por imponer ligaduras en
las velocidades. Este tipo de sistemas aparecen cuando por ejemplo hay roda-
dura y no deslizamiento. La extension de la teoria de Hamilton-Jacobi para
este tipo de sistemas ha sido un campo de investigacién de estos ultimos anos.
Algunas referencias sobre este tema son [Ed, Pa, Ru, Val, Va2, Va3, Va4, Ba-
MaMaPa, IgLeMa, LeMaMal, CaGaMaMaMuRo, OB].

La teoria clasica de campos describe la dinamica de los fenémenos fisicos
macroscopicos descriptibles mediante un campo fisico. Algunos intentos de
extender la teoria geométrica de Hamilton-Jacobi a teorias clasicas de campo
de primer orden estdn recogidos en los trabajos [LeMaMa2, PaRol, PaRo2,
LeMaMaSaVa].

Agradecimientos: En primer lugar, agradecer a Edith el que me hubiera
dado esta oportunidad y sobretodo la dedicacion y paciencia que me ha pres-
tado. También agradecer a mis companeros de carrera por el apoyo recibido
durante todo este tiempo.



Capitulo 1

Variedades simplécticas y
campos hamiltonianos

Las estructuras simplécticas juegan un papel central en la descripcion geo-
métrica de la Mecédnica Hamiltoniana. Desde un punto de vista analitico un
sistema mecénico es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (las
ecuaciones de Hamilton). El espacio de fases de un sistema mecédnico hamil-
toniano (posiciones y momentos, con ligaduras en las posiciones) se describe
en términos geométricos como el espacio cotangente de una variedad diferen-
ciable (espacio de configuracion del sistema). Este espacio (que resulta ser de
nuevo una variedad) tiene siempre una estructura geométrica especial asociada
(la estructura simpléctica candnica) con la que podemos desarrollar una for-
mulacién geométrica de la Mécanica Hamiltoniana. Asi un sistema mecanico
se puede describir globalmente como una variedad simpléctica, junto con un
campo de vectores (el campo hamiltoniano) asociado a una cierta funcién que
se denomina la funcién Hamiltoniana del sistema.

Este modelo geométrico para la Mecanica Hamiltoniana admite una des-
cripcién local en términos de coordenadas que entrelazan la descripcion geo-
métrica (con la estructura simpléctica y el campo hamiltoniano) con la des-
cripcién analitica (como un sistema de ecuaciones diferenciables de primer
orden).

El término simpléctico fue establecido por Herman Weyl que sustituyé el
término latino ”complexus”por el término griego ”symplectikos”, tratando de
evitar la confusion que se derivaba de llamar al grupo simpléctico grupo de
lineas complejo. Tanto el término ”complexus” como ”symplectikos”se pueden
traducir como entrelazado.

En este primer capitulo mostraremos algunas de las nociones y resultados
sobre variedades simplécticas y campos hamiltonianos que resultan de utilidad
para desarrollar la teoria de Hamilton-Jacobi a la que esta dedicado este tra-
bajo.



1.1. Espacios vectoriales simplécticos

1.1. Espacios vectoriales simplécticos

Con el fin de introducir la nocién de estructura simpléctica sobre una varie-
dad diferenciable arbitraria, desarrollaremos en esta seccién la teoria de este
tipo de estructuras sobre espacios vectoriales de dimension finita.

A lo largo de este texto consideraremos V' como espacio vectorial de di-
mensién m y denotaremos por V* a su espacio vectorial dual.

Definicién 1.1.1 Una k-forma (o forma de grado k ) sobre V' es una aplica-
cion
a:Vx .k xV—R

multilineal y antisimétrica.

Definicién 1.1.2 Sean o y B formas de grado ki y ko, respectivamente. Defi-
nimos el producto exterior de o y B como la siguiente (ki + ks)-forma

aANB: Vxhktk xy —R

(V1o v oy Uy tky) > (@A B) (U1, ey Uy ty)

(Oé A 5)(7]17 s 7vk1+k2) = Z(—l)JOé(Uil, cee 7Uik1>ﬁ<vj1> s 7Ujk2)

(e

donde

> 0 si{i1,- ik J1s- -5 Jko} €S una permutacion par de {1,... ki + ko}
Sl 1 si i, iy d1s - e Jke ) €8 una permutacion impar de {1,. .. k1 + ko}

con iy < ... <, ¥ Jj1 < ...< Jr Cada 2-forma w : V x V — R sobre V,

define un morfismo de espacios vectoriales b, : V. — V* dado por

bo(v)(V) =w(v,v) Vo, eV (1.1)

Si A es la matriz de orden m x m asociada al morfismo de espacios vectoriales
b,,, entonces

Al = —A.

Reciprocamente toda matriz real A de orden m x m que satisface esta propie-
dad induce una 2-forma sobre V.

Si b, es sobre o inyectiva, entonces b,, es un isomorfismo.

Definicién 1.1.3 Sib, : V — V* es un isomorfismo, decimos que la 2-forma
w sobre el espacio vectorial V' es no degenerada.

En tal caso la matriz A asociada a b, es regular, esto es, det A # 0. Recipro-
camente, cualquier matriz que satisface que A* = —A y que det A # 0 define
una 2-forma no degenerada.

La siguiente proposicion caracteriza las 2-formas no degeneradas.
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Proposicién 1.1.4 Sea w una 2-forma sobre V. Entonces w es no degenerada
st y solo si se satisface la siguiente propiedad

w(vy,v9) =0, Ve €V = v, =0 (1.2)

Demostracién. Sea v; un elemento de V' tal que w(vy,v5) = 0, para todo vy €
V. Entonces v; € Kerb,. Como b, es un isomorfismo lineal, se tiene que
Kerb, = {0} y, por tanto, v; = 0.

Reciprocamente, supongamos que (1.2) se satisface. Entonces el homomor-
fismo de espacios vectoriales b, : V' — V* es un isomorfismo. En efecto, de
la condicién (1.2) se tiene que Kerb, = {0} y la biyectividad de b, se deduce
del hecho que dimV = dim V™.

OJ

Una cuestion interesante es si sobre cualquier espacio vectorial uno puede
construir una 2-forma no degenerada. La respuesta a esta cuestion es negativa,
como veremos a continuacion. Mostraremos que la existencia de este tipo de
2-formas implica restricciones sobre la dimension del espacio vectorial.

Teorema 1.1.5 Si w es una 2-forma no degenerada sobre V, entonces
dimV = 2n. Ademdas, existe una base {e;, f;}1_, de 'V tal que

w(es, f;) = 0i; Yy w(e,e;) =w(fi, f;) =0 Vije{l,....,n}. (1.3)

Demostracion. Sea A la matriz de orden m x m asociada a b,. Como

Al = — Ay det A+# 0, deducimos que
det A = det(A") = det(—A) = (—1)" det A.

Asi, m = dim 'V debe ser un nimero par.

Supongamos que dimV = 2n. Sea {vq,...,vs,} una base de V. Por la
Proposicién 1.1.4 tenemos que para cada v; existe al menos un v; con j # 4 tal
que w(v;, v;) # 0. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que w(v;, viyy) =1
para todo ¢ € {1,...,n}. Una base que verifica la condicién (1.3) es construida
de la siguiente forma

€1 = U1
fl = Vl+4n
i—1
e, = <_w(vi7€j+n)6j +W(Uz>e]>fj) +vi

fi= Z(_W(Uﬂrm €jtn)€j + W(Vitn, €j) fi) + Vign.
=1

O

Este resultado nos permite obtener una descripciéon simple de la 2-forma
no degenerada en términos de una cierta base.
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Proposicién 1.1.6 Si w es una 2-forma sobre V, los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. w es no degenerada.

2. Eziste una base {e;, fi}l, de V tal que

n

w:Zei/\fi,

i=1
donde {e*, i}, es la base dual de {e;, fi}?,.

3. wA . Aw #Z 0.
Demostracién.

1. = 2. Como w es una 2-forma no degenerada sobre V', de la Proposicién 1.1.5
tenemos que existe una base {e;, f;}I, de V verificando la condicién
(1.3). Denotaremos por {e’, f'}I | a la base dual de {e;, f;}1;.

Sean uq, us € V. Entonces

UIZZ)\%ei“‘M%fi y UQZZ)\?GH'#?fm
=1 =1
donde \! = e(uy), pu! = fi(ur), A} = e'(ug) y p? = fi(uy). Por consi-
guiente,

w(u17u2) = Z()‘zllu? - le)\z?) = <Z ei A fl> (u17u2)'
=1

i=1

2. = 3. Si{e;, fi}", es una base de V' y denotamos por {¢’, f'}"_, a la base dual

de {e;, fi}7;.

Usando la propiedades de antisimetria y la distributiva respecto de la
suma del producto exterior de 1-formas, se prueba facilmente que

WA Aw=nlet A YA LA (A
Si evaluamos dicha expresion en (ey, fi, ..., €n, fn) Obtenemos

(WA . Aw)(ex, fiy- .y en, fn)) =nl #0.
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3. = 1. Como wA .". Aw # 0, existe (vy,...,v9,) € VX 20 XV tal que

&UA U Aaﬁ(vb...,vmﬂ #10.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad!, que w(v;, v;1,) = 1 para

todoi =1,...,n. Ademds, se tiene que {vy, ..., vy, } determina una base
de V. En efecto, supongamos, sin pérdida de generalidad, que
2n—1

Vop = g A\;v; . Entonces

i=1
2n—1
(WA .7 Aw) (Ul, ey Vo1, Z /\ivi> = 0.
i=1

Notese que a partir de {vy, . .., v9, } podemos construir una base {e;, f;}*,
de V' que verifica la condicién (1.3) de la misma forma que en la prueba
de la Proposicién 1.1.5.

Sea v un elemento de V' tal que w(vg,v) = 0 para todo v € V. Supon-

gamos que vy # 0, entonces vy = Z)‘ie" + Nitnfi con \;, # 0 para algin
i=1
ip € {1,...,2n}. Se tiene que:
a) Siig < n, entonces w(vy, fi,) = Ay # 0.
A

b) Si iy > n, entonces w(vy, €;,—n) = —Ai; 7 0.

En ambos casos llegamos a una contradiccion con la hipotesis. Luego
vp = 0. Usando la Proposicion 1.1.4, concluimos que w es no degenerada.

OJ

Introducimos ahora la nocién de estructura simpléctica sobre un espacio
vectorial.

Definicién 1.1.7 Si w es una 2-forma sobre V. no degenerada, entonces di-
remos que w es una estructura simpléctica en V' y que (V,w) es un espacio
vectorial simpléctico.

Ejemplo 1.1.8 La 2-forma simpléctica estandar de R*".
Consideremos el espacio vectorial R?". Denotamos por (¢, ...,¢" p1,-- -, Pn)
a las coordenadas de R?" respecto de una base en R?". Entonces

w = 2”: dp; A dq'
i=1

define una estructura simpléctica en R?".

'Como (wA 7. Aw)(vi,...,v2,) # 0 existird una permutacién {v;,,...,v;,, } de
{v1,...,v2,} en la que H?le(vij,viﬁn) # 0, luego w(v;,,vi;4n) # 0, para todo j €
{1,...,n}. Ademds, si w(v;, vitn) # 0 podemos considerar que toma el valor 1, pues basta

Vi

intercambiar v; por —%——.
W(Vi,Vitn)
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En la categoria de los espacios simplécticos se define de forma natural la
nocion de aplicacién simplética.

Definicién 1.1.9 Sea h: V. — V' una aplicacion lineal entre los espacios
vectoriales simplécticos (V,w) y (V',w'). Diremos que h es simpléctica si

W'(h(u), h(v)) = w(u,v), Vu,velV.
Si ademdas h es biyectiva, entonces se dice que h es un simplectomorfismo.

Proposicién 1.1.10 Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico. Entonces to-
da aplicacion simpléctica h : 'V — V es un simplectomorfismo.

Demostracién. Si probamos que h es inyectiva, es decir, Kerh = {0},
entonces habremos visto que h es biyectiva por ser una aplicacion entre es-
pacios vectoriales de la misma dimensién. En efecto, si v € Ker h entonces
w(v,u) = w'(h(v),h(u)) = 0 para todo u € V. De la no degeneracién de w
concluimos que v = 0.

O

1.2. Estructuras simplécticas sobre variedades
diferenciables

En esta seccion generalizamos la nocién de estructura simpléctica para una
variedad diferenciable. Veremos que, como en el caso de espacios vectoriales
simplécticos, la existencia de este tipo de estructuras condiciona la dimensién
de la variedad sobre la que esta definida.

Antes de iniciar esta seccion fijaremos algunas notaciones. Supongamos que
M es una variedad diferenciable de dimension n. Denotaremos por

s C°(M,R) el espacio de las funciones reales diferenciables sobre M.

» X(M) el espacio de los campos de vectores sobre M.

QF(M) el espacio de las k-formas sobre M.

7wy - TM — M el fibrado tangente sobre M.

o T M — M el fibrado cotangente sobre M.
» d la diferencial exterior de formas sobre M.

Sea w una 2-forma sobre una variedad diferenciable M. Consideremos la
siguiente aplicacion diferenciable b, : TM — T*M

bo(z,v) = (2, by, (v)), Vee M, YveTl,M

donde b,,, : T,M — T7M es la aplicacién lineal asociada a la 2-forma w,
sobre T, M.
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Si U es un entorno coordenado de M y (z1, ..., x,) son las correspondientes
coordenadas en U, entonces la expresion local de b, es

n
b 0 E d
w 1,
axi J J
donde w;; son las funciones asociadas a w por la relacién

W = Z wijd:p,- VAN dl’j.

1<i<j<n

De hecho, b, : TM — T*M es un morfismo de fibrados vectoriales sobre la
identidad (ver Apéndice A), esto es, el siguiente diagrama es conmuntativo

w

TM T*M
T *
1
M M M

y by, : TyM — T¥M es un isomorfismo de espacios vectoriales para todo
x e M.

Por consiguiente, b, induce un morfismo de C*(M, R)-mddulos que deno-
taremos igualmente por

by X(M) — QY(M)
definido por b,(X) = ixw (ver Apéndice A).

Definicién 1.2.1 Sean M wuna variedad de dimension n y w una 2-forma
sobre M . Diremos que w es no degenerada i

Wy TyM xT,M — R VeeM
es una 2-forma no degenerada.

Veamos a continuacién algunas propiedades de las 2-formas no degeneradas.

Proposicién 1.2.2 Sea w una 2-forma no degenerada sobre la variedad M.
Entonces:

1. dim M = 2n.
2. w define una forma de volumen en M, es decir,

(WA .7 Aw)(z) #0, VzeM.

3. by, TM — T*M es un isomorfismo de fibrados vectoriales. Ademds,
induce un isomorfismo de C*(M,R)-mddulos que denotaremos también

por b, : X(M) — QY(M).
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Demostracion. Como w es una 2-forma no degenerada, se tiene que
wy » ToM x T,M — R es una 2-forma no degenerada sobre T,M, para
cualquier x € M. Luego dimT,M = 2n y, por consiguiente, dim M =
=dim T, M = 2n. Con este argumento queda probado 1.

El apartado 2. es consecuencia directa de la Proposicién 1.1.6 (apartado 3.).

Consideremos un entorno coordenado U de M y (z1,...,xa,) sus respecti-
vas coordenadas locales. Entonces en U

W= Z wijdz; N\ dz; con w;; € C(U,R).

1<i<j<2n

De la no degeneracién de w deducimos que la matriz (w;;) es regular. Denota-
mos por (w*) su inversa con w” € C*°(U,R). Entonces

2n a
b (dxy) = Zw”—.
e a.fL'j

Esto es, b, : TM — T*M es un isomorfismo de fibrados vectoriales sobre la
identidad en M. Por consiguiente (ver Apéndice A) b, induce un isomorfismo
de C*°(M,R)-médulos

byt X(M) — QY(M).

OJ

Podemos ahora introducir la nocién de estructura simpléctica sobre una
variedad.

Definicién 1.2.3 Sea w una 2-forma sobre la variedad M. Diremos que w es
simpléctica si es no degenerada y cerrada, es decir, dw = 0. En tal caso se dice
que (M,w) es una varidedad simpléctica.

Ejemplo 1.2.4 La estructura simpléctica canonica sobre el fibrado cotangen-
te.

Sea () una variedad de dimensiéon m. Consideremos g : T%Q) — @ el
fibrado cotangente.

Introduciremos a continuacién la 1-forma de Liouville A\g : T*Q — T*(T*Q)
sobre T™() como sigue

Ag(az)(v) = ap(To,mp(v) Vo, € T;Q,Vv € T, (T7Q)
donde 77, : T"Q — () es la proyeccion canonica.

Si U es un entorno coordenado de Q y (¢*,...,q" p1,...,pn) las correspon-
dientes coordenadas en (75) ™' (U). Entonces, la expresién local de Ag es

Ao =Y pidg'. (2.4)
i=1
La 2-forma simpléctica candnica sobre () esta definida por
wg = —d)\Q S QQ(T*Q)

8
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Se puede probar ficilmente que wg es simpléctica usando que d? = 0 y la
expresion local de A, (ver (2.4)). La expresion local de wg es entonces

wg = idqi A dp;.

=1

1.3. Aplicaciones simplécticas y simplectomor-
fismos

En la categoria de las estructuras simplécticas los morfismos (respectiva-
mente isomorfismos) se denominan aplicaciones simplécticas (respectivamente
simplectomorfismos).

Definicién 1.3.1 Sean (M;,wy), (Ma,ws) dos variedades simplécticas de di-
mension 2n y h : My — My una aplicacion diferenciable. Diremos que h es
simpléctica si h*ws = wy, es decir,

(wWo)n(@)(Th(u), Th(v)) = (w1)z(u,v) VYo € My, Yu,v € T, M.
St h es ademads biyectiva diremos que es un simplectomorfismo.

Veamos que de hecho toda aplicacion simpléctica entre dos variedades de
la misma dimension es un difeomorfismo local.

Proposicién 1.3.2 Sean (My,w;) y (Ma,ws) dos variedades simplécticas de
dimension 2n. Si la aplicacion h : My — My es simpléctica, entonces h es
un difeomorfismo local. Ademds, si h es un simplectomorfismo, entonces es
también un difeomorfismo.

Demostracion. Sea x un elemento de M;. Comprobemos que
Tph : Ty My — Th() My es biyectiva. Sea v € Ker T,h, entonces

(wi)o(v,u) = (W)@ (Tuh(v), Tph(u))
(w2) () (0, Tph(u)) = 0

para todo u € T, M;.

Por ser w; no degenerada tenemos que v = 0 y, por tanto, T,.h es inyecti-
va. Como dim T, My = dim Ty, M,, entonces T,h es biyectiva. Consideremos
(U, @) carta de M; en z y (V,1) carta de My en h(z) tal que h(U) C V. Nota
que la matriz asociada a T h, J(¢ o h o o Y (¢(x1,...,72,)), es regular por
ser T,.h biyectiva. Por tanto, como consecuencia del Teorema de la Aplicacién
Inversa, tenemos que existe un entorno W de x tal que by es un difeomorfismo.

O

Proposicién 1.3.3 Si sobre el fibrado cotangente de una variedad () conside-
ramos la estructura simpléctica canonica definida en el Ejemplo 1.2.4, tenemos
que si F': QQ — Q es un difeomorfismo, entonces T*F : T*Q) — T*(Q) es un
simplectomorfismo.



1.3. Aplicaciones simplécticas y simplectomorfismos

Demostraciéon. Como F es difeomorfismo, tenemos que T*F es biyectiva, con
lo que nos faltaria ver que F' es simpléctica para probar el resultado. Veamos
que (T*F)*Ag = Ag. En tal caso se tendria que

(T"F)"(wq) = =(T"F)"(dAq) = —d(T"F)*(Aq) = —dAq = wq.

Consecuentemente 1™ F' seria simpléctica.
En primer lugar observamos que el siguiente diagrama es conmutativo

™F
T°Q - T*Q)
™ ™
Ffl
Q - Q

Asi, usando la definicién de A\ y este diagrama se tiene

(T7E)" (AQ)(aw)(v) = Ag(T"F(ax)) (To, (T"F)(v))
= (T"F)(az) (TT*F(Oéa:)WZ?(Taz (T"F)(v))
= (T"F)(0w) (To, (F~'75)(v))
= Qo(Tp-1(a)F 0 To, F 1) (Ta,m5(v))
)

= O‘w(TaxﬂQ( v)) = Ag(ag)(v)
para todo o, € T/ Q y v € T, (T*Q). O

Existen unos campos de vectores, que denominaremos simplécticos, cuyo
flujo esta determinado por simplectomorfismos.

Definicién 1.3.4 Sea (M,w) wuna wvariedad simpléctica. Diremos que
X € X(M) es un campo simpléctico si su flujo consta de simplectomorfis-
mos, es decir, st ¢ : R x M — M es el flujo de X entonces ¢y : M — M es
un simplectomorfismo para todo t € R.

En lo que sigue trabajaremos con flujos globales no locales para simplificar
la notacion. Pero el lector debe tener en cuenta que en principio asociado a un
campo de vectores sélo tenemos un flujo local.

A continuacién caracterizaremos los campos simplécticos a través de la de-
rivada de Lie y el isomorfismo b, : TQ) — T7Q.

Proposicién 1.3.5 Sea (M,w) una variedad simpléctica. Entonces son equi-
valentes

1. X € X(M) es un campo simpléctico
2. SX(U =0

3. Para todo x € M, existen un entorno U y una aplicacion diferenciable
f:U— R, tal que

b, (X(2') = (df)y Va' €U

x

10



1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

Demostracién.

1. & 2.

Supongamos que X € X(M) es un campo simpléctico. Entonces (ver
Apéndice B)
d )
(SXW)Z‘(U)U) = =4 (th(A))z(U,U)
dt |t=0
d
= — wW)z(v,u) =
dt|t:0( )z (v, 1)
para todo x € M y todo v,u € T, M.
Reciprocamente, supongamos que X es un campo de vectores sobre M y
Lxw = 0. Consideremos ¢ : R x M — M el flujo de X. Obsérvese que

0= (Lxw),(v.u) (pjw)z(v,u) Yz e MyVv,ueT,M.

" dtj—o
Esta relacion implica que
d * *
—  (Pjw)a(v,u) = (Lx(dpw))a(v, u)
dt|t:t0
= (¢, (£xw))a(v,u) = 0.

Por tanto, ¢;w no depende de t y, como ¢fw = w, tenemos que ¢;w = w
para todo t € R, es decir, X es un campo simpléctico.

. Supongamos £xw = 0. Entonces, como w es cerrada, se tiene que

dixw = 0. Nétese que ixw = b,(X), por consiguiente db,(X) = 0.
En virtud del Lema de Poincaré (ver Apéndice B, Proposicion B.2.1), se
tiene que para todo # € M existen un entorno U y f € C*(M) tal que

bo,, (X (2') = (df ) V2’ €U.
Reciprocamente, supongamos que para todo x € M existen un entorno
U y una funcién f € C*(U,R) tal que b, (X (2)) = (df). para todo

' € U. Entonces b,(X) es una l-forma cerrada y, por consiguiente,
dixw = 0. Como w es cerrada concluimos que £xw = 0.

O

Nota 1.3.6 FEsta caracterizacion nos proporciona un método para obtener de
manera sencilla campos hamiltonianos. Basta tomar una funcion f € C*°(M,R)
y considerar el campo X; = b (df).

A continuacién consideraremos el caso de funciones f : M — M con (M,w)
una estructura simpléctica. Queremos caracterizar el hecho de que este tipo de
funciones sean simplécticas en términos de un tipo especial de subvariedades
que llamaremos lagrangianas.

Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico y U C V subespacio de V. El
ortogonal simpléctico de U es el subespacio de V'

Ut ={veV/wlv,u)=0 YuecU}.

Entonces

dimU* + dimU = dimV (3.5)

y (UH)*t=U.

11



1.3. Aplicaciones simplécticas y simplectomorfismos

Definicién 1.3.7 Sea (M,w) una variedad simpléctica y N C M una subva-
riedad de M. Diremos que N es

1. simpléctica si para todo x € N se tiene que T,N NT,N+ = {0} .
2. isétropa si para todo v € N se tiene T,N C (T,N)*.
3. coisdtropa si para todo x € N se tiene (T,N)* C T,N.

4. lagrangiana si para todo x € N se tiene (T,N)* =T,N.

Proposicién 1.3.8 Sea (M,w) una variedad simpléctica y N C M una subva-

riedad de M. Entonces N es una subvariedad lagrangiana si y solo si
*(w) =0y dim N = 3dim M, donde i : N — M.

Demostracién. Supongamos que 7N es un subespacio lagrangiano de T M
para todo x € N. Entonces dimT,N = dimT,N* y de (3.5) deducimos que
dim T, N = %dim T, M. Ademas, al ser T, N lagrangiano, en particular isétro-
po, se tiene que

i*(wg) (v1,v2) = we(v1,v2) =0

para todo vy, vy € T, N.

Reciprocamente, si dimT,N = %dim T.M, de (3.5) deducimos que
dimTyN+ = dim T, N. Ademds, como T, N es isétropo por hipétesis, se tiene
finalmente que T,N = T,N*.

O

Sea (M, w) una variedad simpléctica de dimensién n. Estamos interesados
en caracterizar las aplicaciones simplécticas f : M — M en término de
subvariedades lagrangianas. Para ello consideramos sobre M X M la estructura
simpléctica dada por

(W, @)y : TeM x T,M x T,M x T,M — R

(v, va, V7, Vh) — wy(v1,V]) — wy(va, )
para todo x € M, y la subvariedad regular de dimensién n (el grafo de f)
I'y={(z, f(z))/x e M} C M x M.
Recordemos que T{, ¢»))I's puede identificarse con
{0, Tof(v)) € T,M X TyyM /v € T,M}
para todo x € M.

Proposicion 1.3.9 Sea f: M — M wuna aplicacion diferenciable sobre una
variedad simpléctica (M,w) de dimension n. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. f es simpléctica.

12



1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

2. El grafo de f, I's, es una subvariedad lagrangiana de T'M x T'M respecto
de (w, —w).

3. 1"(w,—w) =0, donde i : I'y — M x M es la inclusion.
Demostracion. Supongamos que f es simpléctica. Entonces

T s@)ls = Tas@nls)”

para cualquier x € M. En efecto, si (vi, T, f(v1)) € T{z,f(x)) [, entonces, usando
que f es simpléctica, tenemos que

(w, =w)z (01, T f (v1)) (01, T f (V1)) = wa(v1,01) = W) (Tef (01), Te f (V1)) = 0

Ast (v1, To f(01)) € (T penTp)*
Por otro lado,

dim (T panlp)" = dim (T,M x T,M) — dim Ty 1)Ly
= 2n—n=dim (T u)T's)-

En definitiva, I'; es una subvariedad lagrangiana para todo (v, ve) € T, M X
T,M.
Reciprocamente, si I'; es una subvariedad lagrangiana se tiene que

0 = (w,—w)s((v1, Tpf(v1))(v2, Ty f(v2)))
= we(v1,v2) = Wp@) (T f(v1), T f(v2)),

para todo vy, vy € T, M.
Por tanto, f es simpléctica.

La equivalencia 2. con 3. es consecuencia de la Proposicién 1.3.8.
OJ

1.4. Campos hamiltonianos sobre una varie-
dad simpléctica y corchete de Poisson

Tal y como comentabamos al inicio de este capitulo, las herramientas fun-
damentales para la descripcién geométrica de la Mecdnica Hamiltoniana son
las estructuras simplécticas del fibrado cotangente de una variedad (el espa-
cio de configuracion) y la funcién Hamiltoniana (la energia total del sistema)
definida sobre el espacio de fases. Con ellos se puede construir un campo de
vectores sobre el fibrado cotangente cuyas curvas integrales son las soluciones
a las ecuaciones de Hamilton.

Para la determinacion de las soluciones de la ecuaciones de Hamilton es 1til
trabajar con el corchete de Poisson de funciones sobre el fibrado cotangente.
Estas ideas se pueden extender al contexto de las variedades simplécticas. De
hecho, existen sistemas mecanicos en donde el espacio de fases no es el fibrado
cotangente de una variedad (después por ejemplo de una reduccion).

13



1.4. Campos hamiltonianos sobre una variedad simpléctica y...

En esta secciéon introduciremos las nociones de campo hamiltoniano y cor-
chete de Poisson sobre una variedad simpléctica.

Sean (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una aplicacién
diferenciable. Al campo Xy sobre M caracterizado por

bo(Xp) = dH (4.6)
se le denomina campo hamiltoniano de H.

Recordemos que dada una variedad simpléctica (M,w) podemos definir el
isomorfismo de C*°(M,R)-médulo b, : X(M) — Q'(M) lo que nos permite
garantizar la existencia y unicidad del campo hamiltoniano Xy para toda
aplicacion diferenciable H : M — R.

Proposicién 1.4.1 Sean (M,w) variedad simpléctica y H : M — R una
aplicacion diferenciable. Entonces Xy es un campo simpléctico.

Demostracion. Teniendo en cuenta la caracterizacion de campos simplécticos
dada en la Proposicién 1.3.5, basta comprobar que £x,w = 0. En efecto, puesto
que w es una 2-forma cerrada se tiene que

Lx,w=dix,w+ix,dv=d(dH)=0

y, por tanto, Xy es un campo simpléctico. O

Por otra parte, si (M,w) es una variedad simpléctica, entonces podemos
definir un corchete de funciones

{,-}: C®(M,R) x C*(M,R) — C*(M,R)
dado por {F,G} = w(Xp, X¢), al que denominamos corchete de Poisson aso-

ciado a (M,w).
Noétese que de inmediato se tiene que

{F,G} = w(Xp, Xq) =ix,w(Xg) = Xg(F) = —Xr(G).
El corchete de Poisson asociado a (M, w) es antisimétrico, esto es,
{FvG} = _{G?F}

lo cual es consecuencia de la antisimetria de la forma simpléctica. Evidente-
mente es R-lineal. Ademas,

Proposicién 1.4.2 El corchete de Poisson {-,-} asociado a una variedad simplécti-
ca:

1. Satisface la regla de Leibniz, esto es,

(F-G H} = F{G,H} + G{F,H}.
2. [Xp, Xg] = —X(ray-

14



1. Variedades simplécticas y campos hamiltonianos

3. Satisface la identidad de Jacobi, esto es,

(F{G,HY} + {H {F,G}} + {G,{H,F}} = 0.

4. Es no degenerado, esto es, para todo x € M
{F,G}(x)=0
para todo G € C*(M,R) si y sdlo si dF(x) = 0.
Demostracién. 1. Es consecuencia de que de (4.6) uno puede deducir que
Xpg=FXg+GXp.
Demostrar 2. es equivalente a probar que
bu([Xr, X¢]) = —d(w(XF, Xc))
o lo que es igual, para cualquier X € X(M)
w([XFr, Xe], X) = =X (w(XF, Xg)).
Esta ecuacion se deduce del hecho que
dw(Xp, Xg, X) = 0.

3. es entonces consecuencia de 2., de la identidad de Jacobi para el corchete
de campos y del hecho que b, es un isomorfismo de C*°(M, R)-md6dulos.
Por 1ltimo, si suponemos que dF(x)=0 entonces

{F,G}Hz) = Xa(F)(2) = Xe(2)(F) = dF (z)(Xe(z)) =0

para todo G € C*°(M,R).
Reciprocamente, si {F,G}(z) = 0 para todo G € C*(M,R), entonces
vamos a ver que

dF (z)(v) =0

para todo v € T, M.
Sea a € TF¥M tal que a = b, (v).
Entonces uno siempre puede encontrar G € C*°(M,R) tal que

dG(z) = a.

Por tanto,

Xo(z) = b, (dG(x)) = b, (@) = v

We

con lo que concluimos que

dF(z)(v) = v(F) = Xa(2)(F) = {F, G}(x).

15
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Capitulo 2

Coordenadas de Darboux y
funciones generatrices

2.1. Coordenadas de Darboux

En esta seccién veremos que en una variedad simpléctica (M, w) siempre po-
1
dremos encontrar unas coordenas locales (¢',...,q¢", p1,...,ps) sobre M donde
la forma simpléctica w tiene la siguiente expresion local

w = idqi A dp;.

i=1

Antes de demostrar este resultado introduciremos el concepto de campos de
vectores dependientes del tiempo, el cual sera 1til para lo que sigue.

2.1.1. Campos de vectores dependientes del tiempo

Sea M una variedad. Un campo de vectores dependiente del tiempo sobre
M es una aplicacion X : R x M — T'M diferenciable tal que

T o X =py

donde 7y : TM — M es la proyeccion tangente y po : R X M — M es la
segunda proyeccion.

Para cada campo de vectores X dependiente del tiempo sobre M podemos
construir un campo de vectores X € X(R x M) sobre R x M, cuya expresién
es

-9
X= 2 +X (1.1)

siendo t la coordenada en R. A este campo de vectores se le denomina suspen-
sion de X.

Sea ¢ : R x (R x M) —» R x M el flujo local de X € X(R x M). Si
(3’, x) € R x M, denotaremos por ¢(s,z) : R — R x M a la curva integral de

X que pasa por (s,z). Nota que

ot —s,x) = (t, pa(o(t — s,2))). (1.2)

17



2.1. Coordenadas de Darboux

Consideremos entonces la aplicacién
d:(RxR)yx M — M

definida por
¢(t7 S, ZL‘) =D2° ¢(t -5, l’)

Esta aplicacion satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo (t,5) € R xR, ¢ : M — M es un difeomorfismo. En
efecto, basta tener en cuenta (1.2) y que ¢y_s : Rx M — R x M lo es.

2. ¢(s,s) = 1. Nota que 50 = lrxn-

3. Para todo x € M se tiene que

%qb(t,s)(x) = X(, 00.9(2)) = Xi((.5) (7).

Para probar esta relacion basta tener en cuenta que

t—> Qb(s,x) (t — S)

(1.3)

es la curva integral de X tal que para t = s pasa por (s,z). Entonces,

usando (1.1) deducimos que

d ~
Pt —5) =2

Por otra parte, de (1.2),

%gb(sx) (t—s)= _(¢(s7x)(t —s))+
Entonces (1.4) y (1.5) implican (1.3).

4. G1.s) © P(sr) = P(1,5)- Lo cual es consecuencia de que

;Z;t—s o gfgs—r = ;gt—r-

(b(s,ac) (t - S) + X(¢(s,m) (t -

d ~ 0 ~ do(t, s)

(1.4)

(1.5)

Todas estas propiedades motivan que a {¢s } se lo denomine el flujo del

campo de vectores dependiente del tiempo X.

Proposicion 2.1.1 Sea X : RxM — T'M un campo de vectores dependiente

del tiempo. Entonces para todo t

d * *
E(gb(t,s)a)hf:to = Cb(to,s)(SXtoa)

con a € QF(M).
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2. Coordenadas de Darboux y funciones generatrices

Demostracién. Denotamos por ¢ : R? — R la aplicacién

W(t,s) =t —s.
Sabemos que (ver Apéndice B, Proposicién B.1.3)

d ~ -
21 (DsBi=to = $1-s(£55)
para todo 3 € QF(M).

Ademas ¢, s = ps o ;b/t_s ol,, donde I, : M — R x M es la aplicacién
Ii(x) = (s,2).

Entonces

d Tk d * Tk *
%gbt,s(a)ﬁ:to = %(Is o ¢y Op2(a))|t:t0

* d ~>k >k
= I (%¢t—sp2(a>|t=to>
= Lo, (L5p30)
Se comprueba facilmente (usando expresiones locales) que
Lz (pa)(t, z) = p3(Lx,)(t, z)

con lo que tenemos probado el resultado. O

2.1.2. Teorema de Darboux

Estamos en condiciones de probar un resultado crucial de la geometria
simpléctica que garantiza que siempre se pueden encontrar coordenadas loca-
les tal que la forma simpléctica tiene una sencilla expresién local.

Este resultado, denominado Teorema de Darboux, es fundamental en geo-
metria simpléctica ya que implica que todas las variedades simplécticas son
localmente simplectomorficas. Esto es, siempre podemos escoger un sistema de
coordenadas locales (de Darboux) tal que esencialmente la estructura simplécti-
ca es la misma. Esto diferencia la geometria simpléctica de otras geometrias
como la Riemanianna (en donde las variedades se equipan con un producto
interior diferenciable sobre el espacio tangente de la variedad). En este dltimo
caso hay invariantes locales como la curvatura que permiten distinguir puntos.

A continuacién enunciaremos y demostraremos el Teorema de Darboux.

Teorema 2.1.2 Sea w una 2-forma no degenerada sobre una variedad M de
dimension 2n. Entonces dw = 0 si y solo si para todo x € M eziste U entorno
coordenado de M en x tal que

W= Z dq" A dp; (1.6)

=1

donde (q*, p;) son las correspondientes coordenadas en U.
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2.1. Coordenadas de Darboux

Demostracion. Teniendo en cuenta las propiedades de la diferencial exterior
respecto a la suma y al producto exterior de formas, asi como que la diferencial
es un operador de cohomologia, deducimos facilmente que si w tiene la expre-
sién local dada en (1.6), entonces dw(x) = 0 para todo = € M.

Reciprocamente, supongamos que w es cerrada. Como lo que buscamos es
un resultado local, podemos suponer sin pérdida de generalidad que M = R?"
v que x = 0 € R?". Denotemos por (z1,...,x,) las coordenadas de R™.

Veamos en primer lugar que siempre podemos encontrar coordenadas (¢*, p;)
en R?" tal que

z=1(0,...,00=0 y w(0) = qui(ﬁ) A dp,(0).

En efecto, en principio tenemos que

w(0) = Z wi;dz; (0) A dx;(0)

con w;; € R. Para ello, procedamos por induccién sobre n.

Para n = 1 tenemos que la matriz asociada a w(0) es

. 0 )
=LV

con wis # 0, pues det A # 0. Si denotamos por F la matriz elemental que
resulta de dividir la primera fila por wio, tenemos una aplicacién lineal que nos

transforma A en la matriz
" - 0 1
E'AFE = ( 10

Supongamos que es cierto para n — 1 y veamos que se verifica para n.
Como det A # 0, existe ay; # 0 con 0 < ¢ < 2n. Intercambiamos las filas 2
e ¢ y las columnas 2 e ¢ y dividimos por ay; la fila 1 y la columna 1. Una
vez realizado dichos cambios, operamos por filas y columnas hasta hacer ceros
las dos primeras filas. Denotemos por E a la matriz resultante de realizar
las mismas transformaciones por columnas a la matriz identidad. Entonces la
matriz B = E*AFE es la asociada a w(0) en las nuevas coordenadas. Nétese que
B es antisimétrica y det B # 0. Ademas,

0 1
B -1 0

»

donde B’ es una matriz cuadrada de orden (2n — 2) antisimétrica, det B’ # 0.
Por hipétesis de induccién tenemos que existe P una matriz regular tal que
P'B'P es una matriz diagonal por bloques cuya diagonal estd formada por

repeticiones de
0 1
-1 0
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2. Coordenadas de Darboux y funciones generatrices

— 110
P (a7
la aplicacién lineal inducida por EP determinan unas nuevas coordenadas
(¢ 1, ., 4" pn) tal que w(0) = qui(ﬁ) A dp;(0).
i=1

Zi
Counsideremos las 2-formas sobre M

Luego, si consideramos

w1:Zd§i/\d@ y o ow=w+t(w —w).
i=1

Veamos ahora que existe un entorno U de 0 donde w; es no degenerada para
todo t €] —¢,1+¢[, con € > 0. Para ello tomemos la funcién f: Rx M — R,
dada por f(t,z) = det A(t,x), donde A(t,x) es la matriz asociada a w(x)
respecto de la base {8%(:1:), %(az) " . Nétese que f es continua. Como w;(0) =
w(0) es una 2-forma no degenerada, tenemos que f(t,0) # 0. Por tanto, existe
un entorno U de 0 tal que w;(z) es no degenerada para todo x € U y para todo
t €] —e,1+¢[, con € > 0 suficientemente pequeno.

Supongamos que U = B(0, ), con § > 0. Por otra parte, w; y w son formas
cerradas por lo que d(w; —w) = 0 y en virtud del Lema de Poincaré, tenemos
que existe a € QY(U) tal que w; —w = da y «(0) = 0.

Sea X; € X(U) el campo de vectores que satisface

itht = -y Xt(6> = 6

De hecho, X, es justamente el campo X; = —b_!(a).

Denotamos por X el campo de vectores dependiente del tiempo asociado
X(z,t) = X,(z). Entonces, existe V = B(0,6,) C U, con §; > 0, tal que
¢1s - U — U es el grupo uniparamétrico de X y ¢y : U — U esta definido
para todo t €] — €', 1+ ¢[. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.1.1, deducimos
que

d

d d
%(be,owt)u:to = %(QS:,OW)It:tO + %(cbf;o(t(wl —W)))=to

= (G0t + Fipoltn — ) fo e (B0 — et
= Oy 0(Lx,,w) + &f o(w1 — w) + Loy, o(Lx, (W1 — w))

= & o(dix, w) + ¢; o(wi —w) + tody, o(dix,, (w1 —w))
= ¢} olwr —w) + ¢, o(dix, (wy,))

= jy0(da) — ¢f o(da) = 0.

Definitivamente podemos concluir que ¢7 w1 = ¢jowo = w. Con lo que
obtenemos que ¢; o es la aplicacién que da el cambio de coordenadas deseado.
OJ

Nota 2.1.3 Empleando coordenadas de Darboux es evidente que las curvas
integrales del campo hamiltoniano Xy asociado a H : T*Q) — R son justa-
mente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. En efecto, la descripcion
local de Xy es

— - (1.7)



2.2. Transformaciones candnicas y aplicaciones generatrices

y las curvas integrales (q'(t), p;(t)) de este campo verifican

d¢¢ OH dp; oOH

at ~ op; it~ og’

es decir, corresponden con las soluciones de las ecuaciones de Hamilton.
Ademas, el corchete de Poisson tiene como expresion local

" 9F0G IF 0G
F,.G} = B
{6} ZZ: dq¢' Op;  Op; Oq

2.2. Transformaciones canénicas y aplicacio-
nes generatrices

Sea (M, w) una variedad simpléctica. Entonces, por el Teorema de Darboux
podemos considerar para cada punto # € M coordenadas locales (¢', p;) tal que

W= idqi A dp;.

=1

A estas coordenadas se las denomina coordenadas candnicas. En general
estas coordenadas no son tnicas. Pero todas ellas tienen la ventaja que las
ecuaciones de Hamilton son de la forma

d¢  0H dp; ~ OH
dt — Op; dt  0¢

con H(q', p;). Si estamos interesados en la resolucién de estas ecuaciones podriamos
intentar buscar coordenadas canodnicas de tal manera que las correspondientes
ecuaciones de Hamilton se puedan resolver con facilidad.

El primer paso para abordar esta cuestién es analizar como se pueden
generar diferentes tipos de coordenadas candnicas. En esta seccién veremos que
este problema esta asociado a la nocién de funcién generatriz. En efecto, sea xq
un punto de M y consideremos f : M — M una aplicacién diferenciable. Si
queremos que f transforme coordenadas canodnicas en coordenadas candnicas
entonces

ffw=w
esto es, f debe ser simpléctica. Por la Proposicién 1.3.9, esto es equivalen-
te a que el grafo de f, I'y C M x M, sea una subvariedad lagrangiana de
(M x M, (w, —w)), donde si pr; : M x M — M son las correspondientes pro-
yecciones, entonces (w, —w) = pri(w) — pri(w) es una estructura simpléctica.
También equivale a que
ir, (w, —w) = 0.

Por otro lado, como (w, —w) es una estructura simpléctica en M x M,
entonces localmente existe una 1-forma 6 sobre M x M tal que

(w, —w) = —db.
Entonces tenemos que

0=ip,(w, —w) = d(—ir,0)
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2. Coordenadas de Darboux y funciones generatrices

Esto es, —il’ifG es una 1-forma en I'y cerrada, por tanto, localmente exacta.
Asf existe una funcién (local) S € C=(I's,R) tal que

ds = —iz. 6. (2.8)

A la aplicacion S se la denomina funcion generatriz de la aplicacién simpléctica
Si (¢*, p;) son coordenadas canénicas en M y (¢',p;) son las nuevas coorde-
nadas que describen f, entonces podemos poner localmente 6 como

0= Zpidqi —p,dq".
i=1
Por tanto, la expresién local de (2.8) es
dS = it 0 = =iy, (Y pidq’ — A7) (2.9)

i=1

Como I'y es una subvariedad regular de M x M, podemos optar por alguna
de las siguientes posibilidades para la eleccion de las coordenadas en I';

(qlqu)7 (qzvz_)z)v (plvql)’ (plapl)

Supongamos que elegimos como coordenadas (¢, q'), entonces (2.9) se tra-
duce en las ecuaciones

a9 es
9 —pi(4,q) 97 pi(¢,9). (2.10)

Para describir f a partir de la funcién generatriz S podriamos despejar de
la primera de estas ecuaciones ¢ en funcién de p y ¢g. Para ello la funciéon S

deberia verificar que
0?8
0qi0q"

es una matriz regular. En tal caso tenemos que la funcion cambio de coorde-
nadas es

f:@ M— M

i i 05

Nota que det(Jf) = 1.

Veamos a continuacion un ejemplo simple.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos M = R? y queremos encontrar la transforma-
cion de coordenadas asociada a la aplicacion

1
$(0,3) = — 5" cot(2m).
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2.2. Transformaciones candnicas y aplicaciones generatrices

Nota que %836 # 0. Entonces las ecuaciones (2.10) vienen dadas por
oS oy 2m
- = W S frnd
dq T en? 2mq b
oS

% =wqgcot(2mq) =p

De la primera ecuacién podemos despejar q y sustituir en la segunda, obte-
niendo la transformaciéon de coordenadas

1 1
flq,p) = ((ﬁ) * sen 2mq, (12) *9cos 27rq> .
W v

Esta transformacion nos permite pasar el hamiltoniano del oscilador armoénico
H(q,p) = %(p2 + w?q?) al hamiltoniano H(q,p) = <P cuyas ecuaciones de
Hamilton se integran con facilidad.

En este ejemplo hemos sido capaces de encontrar una transformacion tal que
el nuevo hamiltoniano es de la forma

K(p),
con lo que las ecuaciones de Hamilton son de la forma
0= oK _ dp,
0 dt
oK dqt
op, dt’

cuya integracion es inmediata. Las soluciones de estas ecuaciones son

p, = cte = D)t + cte.
(2 7q apz

El nuevo hamiltoniano esta relacionado con el hamiltoniano primitivo por

# (0.5 @) = K

Nota que ademds las funciones p;(¢, p;) son integrales primeras, ya que
Xr(@,) = 0.

Nota 2.2.2 Si f es una integral primera, esto es Xy(f) = 0, entonces al
tomar coordenadas locales sobre la variedad tenemos que

A 0f _dndf _,
dt O¢°  dt Op;

d .
Esto es E(f(q’(t),pi(t)) = 0 o equivalentemente f permanece constante a lo

largo de las trayectorias de la ecuacion f(q'(t),pi(t)) = cte; bajo ciertas con-
diciones de reqularidad podemos despejar algunas variables (¢*,p;) en funcién
de las demds y reducir el sistema.
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Capitulo 3

La Ecuacion de Hamilton-Jacobi

En este capitulo presentaremos la ecuacion de Hamilton-Jacobi y cémo esta
ecuacién facilita en algunos casos la resolucién de las ecuaciones de Hamilton.

3.1. Sistemas hamiltonianos

Definicién 3.1.1 Sean (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una
aplicacion diferenciable. A la terna (M,w, Xp) se le denomina sistema hamil-
toniano.

Un ejemplo de sistema hamiltoniano es el fibrado cotangente de una va-
riedad con su estructura simpléctica canénica y un hamiltoniano.

Sea () una variedad de dimension n y supongamos que tenemos una aplica-
cion diferenciable H : T*(Q) — R sobre el fibrado cotangente de (). Denotemos
por w la estructura simpléctica asociada a T*(Q). Veremos a continuacién que las
curvas integrales de Xy € X(T*(@Q) son justamente las soluciones de las ecua-
ciones de Hamilton para el hamiltoniano H. En efecto, sea c(t) = (¢'(t), pi(t))
curva integral de Xpy. De (1.7) deducimos que

. d o0H 8 8[—] 8
Entonces
d . ;. oOH

“git) = dgi-é=

d ) 0H

Pi(t) pire=—50

Ejemplo 3.1.2 Sean Q = R3 y H : T*R?® — R la aplicacién definida por

3
, 1 .
H(q',pi) = o Z(pi)Q + V(q"), con m > 0.

i=1

De (1.7) deducimos que la expresion local del campo hamiltoniano Xy es
3
, 0 0V 0
=32 (o~ o)
~ \2m ¢ Oq Op;
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3.1. Sistemas hamiltonianos

Las ecuaciones de Hamilton de este sistema son

2m’
v
b = BYG .

Un caso particular de esta situacién es el problema de Kepler. Este pro-
blema consiste en un sistema de dos particulas en @ = R3, donde una de
ellas tiene una masa mucho mayor que la otra (como ocurre por ejemplo con
sistemas como Sol-Tierra, Tierra-Luna,...). Ademds, se asume que el sistema
no se ve afectado por una fuerza exterior y que las fuerzas entre las particulas
s6lo dependen de la distancia que hay entre ellas. Por tanto, el sistema queda
determinado por tres coordenadas correspondientes a la posicidn relativa de la
particula de menor masa respecto de la otra.

Consideremos en R? coordenadas esféricas (r, 0, 1)).

r1 = rsen cosl
Ty = rsensenf
T3 = T COSY

El lagrangiano del sistema es entonces de la forma
L=K(r,0,4,7,0,9) - V(r)
donde K es la energia cinética (ver (C.0.2))
K = %[7’“2 + %) + (r2sin® )6,

Denotaremos por p,, py ¥ Py a los momentos conjugados que vienen definidos
por la siguientes ecuaciones

( oL
Pr or mr,
_ oL _ mr?
by = aw )
| Po = Z—g = m(r?sin® )6,

Despejando de estas ecuaciones 7, ¥ y 0 y sustituyendo su valor en H =
K + V', obtenemos la siguiente expresion de la energia del sistema en funcién

de (’T‘, ¢7 eap’l‘vpd))p9>

2 2 2
Dy p¢ Py
H=—" V(r). 1.1
2m + 2mr? + 2mr? sin? 1) +Vir) (1.1)
Por tanto,
0 0 0
Xy = p__+ Py Po i

mor | mr2dy | mr2sin® 00

1 [, 7 dvV\ 0 picosy 0
* (mr?’ {pw T a2 0 dr ) Op, T s Y Opy
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3. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Finalmente, las ecuaciones de Hamilton son las siguientes

/ 2
-_pr . 1 2 pg /
r==, = ——[p5, + ——] = V'(r);
m Pr= s Py sm2w] (r)
TR
T omr?’ T mr2sin®
; Do .
0= ———, = 0.
L mr? sin be

3.2. La Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Estamos interesados en buscar métodos para intentar resolver las ecuacio-
nes de Hamilton. Uno de estos métodos es el que nos proporciona la ecuacién
de Hamilton-Jacobi.

Una estrategia para simplificar las ecuaciones de Hamilton es buscar fun-

%S
ciones generatrices apropiadas. Por ejemplo, funciones S(q,q) tal que ( 5 (9_)

qoq
es regular y

i <q, ‘g—jm) — K(p). (2.2)

Esto podria ser algo complicado asi que tratemos de investigar sobre esta
ecuaciéon. Fijemos (g, py). Entonces la ecuacién que resulta es

H (q, %(Q)) =cte=FE

donde S(q) = S(¢,q,) v F = K(p,). Vamos a ver si considerando esta ecuacién
que resulta mas simple que (2.2) podemos decir algo de las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton.

A esta ecuacién se le denomina ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Teorema 3.2.1 Sea S(q) una funcion diferenciable. Entonces son equivalentes

1. H(q,?—j) =F.

2. 8iq(t) es una solucion de

a_om (0
dt  Op; q’(?q ’

(q(t))) es solucion de las ecuaciones de

entonces (q(t),p(t)) = (q<t>, >

Hamilton.

Re-escribiremos y probaremos este resultado en el contexto de la geometria
diferencial.

Sea () una variedad y consideremos M = T™() con su estructura simpléctica
canonica. Supongamos que H : T*() — R es un hamiltoniano. Sea S : ) —
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3.2. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

R una aplicacion diferenciable. La ecuacién de Hamilton-Jacobi se re-escribe
globalmente como
HodS =FE.

Veamos en primer lugar un lema que sera util para probar posteriores resulta-
dos.

Lema 3.2.2 Sean @) una variedad diferenciable y S : Q — R una aplicacion
diferenciable. Entonces se verifica la siguiente iqualdad

wp(Ta(dS o mg)v, w) = Was(ry,8) (v, W — Tus(mg ) (dS © T )w) (2.3)

para todo v € T(T*Q) y w € Tas(ry,p) (T*Q), donde w denota a la 2-forma
simpléctica candnica de T*Q y 7y, : T*Q — Q) es la proyeccidn candnica.

Demostracion. Noétese que dado la 1-forma « sobre T*() se tiene que
a*Ag = a. (2.4)

En efecto, en un entorno coordenado U de T*Q con coordenadas (¢, p;) se
tienen las siguientes expresiones locales de Ag y «

n n
AQ = Zpidqi o= Zoz,-dqi.
i=1 i=1

Entonces

n

a g = a <Zpidqi> = Z(&*pi)d(a*qi)
i=1 i=1

= Z a;dg' = a.
i=1
De (2.4) se sigue que (dS)*w = 0, ya que
(dS)'w = (d9)"(=dAq) = —d((d5)"Aq)
= —d(dS)=0
Como (dS)*w = 0, se tiene que la relacién (2.3) es equivalente a la siguiente

Was(rg,8) (v — Tp(dS o mgy)v, w — Tys(re 3)(dS o mG)w) = 0. (2.5)

Como 7(y 0 dS = 1q, se tiene que Tpmy (v — T(dS o 75)v) = 0, es decir, que
los vectores de la forma v — Tj(dS o 7j)v son verticales. Veamos ahora que
dados dos vectores verticales a, b se tiene que w(a,b) = 0, con lo cual quedaria
probado el Lema. Entonces si a y b son verticales, y tomamos un entorno
coordenado U de coordenadas (¢*, p;), tienes que

- 0 - 0
= i—, b= b;—.
¢ ;a Op; 121 Ip;
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3. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Por tanto,

wla,b) = Z(dqi/\dpi)(a,b)

= > d(a)nh) — da i) =

O

Estamos en condiciones de enunciar y probar la version geométrica del
Teorema 3.2.1. Para ello consideraremos el campo hamiltoniano de H, Xy €

X(T*Q), y el campo X5 € X(Q), definido por
Xi1(a) = Tusqmey(Xu (dS(a))) (2.6)

Teorema 3.2.3 Sea S : Q — R una aplicacion diferenciable. Entonces son
equivalentes

1. Sic: 1 — Q es curva integral de X%, entonces dSoc: 1 — T*Q es
una curva integral de Xy .

2. S satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi H o dS = E = cte.

Demostracién. Sea c(t) una curva integral de X3, Consideremos la curva
v(t) = dS(c(t)) en T*Q. Por la regla de la cadena tenemos que

V() = TdS(e(t)) - (1)
= TdS(c(t)) - Tmg(Xu(dS(c(t)))
T(dS o mH)(Xu(dS(c(t))))
En virtud del Lema 3.2.2 para todo v € T, (1T7Q) se tiene que
w(T(dS o)) (Xu(y(1))),v) =

= w(Xu(y(1),v) —w(Xu((1)), T(dS o m5)v) (2.7)
= w(Xu(v(1),v) = dH (y(6))(TdS (v (1)) (T (v)))-

Supongamos que S satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Nétese que
dH(y(t))(TdS(v(t))) = d(H o dS)(y(t)), término de la anterior ecuacién que

se anula por ser S solucion de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi. Por tanto,
7V(t) = T(dS o 7o) (Xu(dS(c(t))) = Xu(v(t)).
Reciprocamente, si se satisface 2. entonces
Xu(y(t)) =7'(t) = T(dS o mg)(Xu(7)(t))
Sustituyendo en (2.7) concluimos que
dH (y())(TdS(y())(Tmg(v))) = 0

paratodo v € T,;)(T*Q). Como 77, es sobre, se tiene que dH ((t))(TdS(y(t))) =
0. Por tanto, S es solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (d(H odS)) = 0,

o equivalentemente H o dS = FE para una cierta constante E.
O

El Teorema 3.2.3 puede generalizarse en el siguiente sentido
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3.2. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Teorema 3.2.4 Sea o : Q — T*Q una 1-forma cerrada sobre ). Entonces
son equivalentes

1. Sic: 1 — @ es una curva integral del campo de vectores X§; sobre ()
definido por
Xi1(q) = Taqm(Xnu(alq)))

para todo q € Q. Entonces aoc: I — T*Q es una curva integral de
Xy, esto es, es una solucion de las ecuaciones de Hamilton.

2. « satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi, esto es,

H o o = cte.

Demostracién. La férmula (2.3) del Lema 3.2.2 puede generalizarse en el
siguiente sentido

wp(Ts(a o mq)(v), w) = Wa(rg (@) (VW = Ta(my (3 (@ 0 TH) (w))

para cualquier v € T(T*Q) y w € Ta(ﬂé(ﬁ))(T*Q) con B € T*Q.
Basta sustituir dS por «. Entonces razonando como en el Teorema 3.2.3
deducimos la equivalencia del Teorema. O]

Ejemplo 3.2.5 Veamos como se aplica el Teorema 3.2.3 en el problema de
Kepler.

Consideremos el hamiltoniano H en coordenadas esféricas (1.1) y la funcién
S(r,1,0) = S.(r) + Sy(¥) + Se(0). Entonces la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
que resulta es

1 (dS,\* 1 [dS,\’ 1 dSp\?
il Vir)=F = cte.
2m ( dr ) * 2mr? ( dv ) * 2mr2sin® v \ df Vi) e
Pretendemos buscar una funcién S que satisfaga esta ecuacién, para ello
resolvemos las siguientes ecuaciones diferenciables

dsy\*
(W) =5

(dS¢,>2+ B _
= L2

dy sin?e)
1 (dS,\* B
— - E
2m < dr > * 2mr? Vi)

donde E, E; y E5 son constantes. La solucion de estas ecuaciones son

SQZElg—l—El
E
Swz/ By — —— dy

sin? ¢
E
Sy = / \/QmE — —22 —2mV (r) dr.
r
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3. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Las curvas integrales del campo

ys_1dS. 0 1 dSy 9 1 dS, 0

0= or | am dip O + 2mr2sin®y df 90

son las soluciones (r(t), 9 (t),0(t)) del sistema de ecuaciones diferenciable si-
guiente

_1.4dS,
r_%dr
.1 dSy 0
w_QmTQW@

1 dSy 0

0= —.
2mr?sin®+ df 00

Noétese que este sistema se puede resolver con facilidad ya que de la primera
ecuacién deducimos r(t), lo que nos permite a su vez obtener ¢ (t) a partir de
la segunda y finalmente de la tercera deducimos 6(t).

En definitiva, las curvas integrales de Xy que se obtienen a partir de este
método son

dS(r(t), ¥ (1), 0(t)).

3.3. Soluciones completas de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi

La ecuacién de Hamilton-Jacobi nos permite obtener soluciones de las ecua-
ciones de Hamilton que estdan en la imagen de dS para una funcion S : QQ —
T*(Q sobre la variedad. Por consiguiente si fijamos S no obtenemos todas las so-
lucione de las ecuaciones de Hamilton. En esta seccién veremos como descubrir
todas las soluciones de las ecuaciones de Hamilton. Para ello introduciremos
la nocién de solucién de Hamilton-Jacobi total.

Definicién 3.3.1 Sea H : T*() — R una aplicacion hamiltoniana asociada
a un sistema mecdnico sobre una variedad () de dimension n. Una solucion
total de la ecuacion de Hamilton-Jacobi es una aplicacion diferenciable

G:QxAN—T"Q
sobre el producto cartesiano de (Q por un abierto A de R™ tal que

1. Para cada X € A, la aplicacion Gy : Q — T*Q definida por

Gi(q) = 6(q, \)

es una solucion de las ecuactones de Hamilton-Jacobi, esto es, Sy es una

1-forma cerrada vy
H o &, = cte.

2. La aplicacion & : Q x A — T*Q es un difeomorfismo local.

Nota 3.3.2 FEn este texto siempre supondremos, para simplificar cdalculos, que
S es un difeomorfismo global.
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3.3. Soluciones completas de la ecuacién de Hamilton-Jacobi

A continuacién veremos como la existencia de una solucion total de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi nos permite obtener todas las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton.

Teorema 3.3.3 Sea & : Q x A — T*(Q) una solucion total de la ecuacion

de Hamilton-Jacobi. Entonces, sin es la dimension de (), existen n-funciones

fiyooos fn € C°(T*Q,R) tales que
1. Las funciones f; son integrales primeras, esto es, Xy (f;) =

2. Las funciones f; son lienalmente independientes, esto es,
(dfy A ... Ndfy)(z) # 0.
3. Las funciones f; estdn en involucion entre si, esto es,
{fi. ;3 = 0.

Demostracion. Consideremos la aplicacion F' : T%(Q) — R"

F =pryo (&)™
donde pry : Q x A — A C R™. Como pry es una sumersion y & es un difeo-
morfismo entonces F' es una sumersion. Por tanto, existen fi, ..., f, funciones
linealmente independientes sobre T*() tal que

F=(fi,...,fn)

Veamos que estas funciones son integrales primeras. Por hipotesis, para
todo A € A tenemos que

T-n6(X57(a),0) = Xr(6a(a) (3.8)

donde X5 es el campo de vectores sobre @ definido como en (2.6).
En efecto, para todo (¢, \) € @ x A

TienS(X37(9),0) = (T (q) (61 0 15) (X1 (G1(9))), 0).
Por otro lado del Lema 3.2.2 deducimos que para todo v € Tys, () (1T7Q),

we (q) (Te,(0) (6 0 1)) (Xu(61(q)), v) =

= we, (o) (X (61(q)), v = T ¢) (G 0 m5) (v))

= we, (¢) (X1 (6x(9)), v) — dH(GA( NI (Te, @m0 (v)))
= we, (q)(Xu (6x(q), v) — d(H 0 &,)(Te, (9™ (v)))-

Puesto que G, es una solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi entonces
d(H o &,) = 0. Por tanto, de la no degeneracién de w tenemos 1.
Por otro lado, para todo 3, € T;Q existe A € A tal que

By = Ga(g)
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3. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

por tanto,

Xu(B)(fi) = Xu(Sx()(fi) = TienS (X5 (), 0)(f:)
= (X;q),0)(fi0o &) = (X;(q),0)(prs) = 0

donde pr; : Q x A — R es la aplicacién

pri(Qa tl? < 7tn) =t;.

Veamos por ultimo que las funciones f; estan en involucion. Para ello con-
sideramos para todo (g, A) el subespacio

L(‘L)\) = {('U,, O) S TqQ X T)\A}
Este subespacio es lagrangiano con respecto a la forma simpléctica
we = (6)"(w)

donde w es la forma simpléctica candnica de T*(Q). En efecto, si L(Lq A €s el
ortogonal simpléctico, esto es,

L(Lq,/\) = {(v,5) € T,Q x ThA / ws((u,0), (v,s)) = 0 para todo (u,0) € Ly},

entonces L) C L(Lq,/\). Para comprobarlo tomamos (v,0) € L, ). Entonces,
para todo (g, \) € @ x A

(C";G)(q,)\)((uv O)? (U7 0)) = Ws(q,) (TQG)\(U)v Tq@A(U))
= —(65)"(dAg)(q)(u,v)

y como para cualquier forma 3 en @ se tiene que 5*(\g) = /3, deducimos que
(we) (g0 (1, 0), (v,0)) = (d&5)(g)(u,v) = 0.

Para ver la igualdad comprobaremos que dim L4 ) = dim L(Lq’ Nt En efecto,
es claro que dim L, = dim Q) y que

dim L, ) > dim Q.
Como dim (T,Q) x ThA) = 2dim @), entonces
dszqA = dim Q = dim L ).

Asi, si B, € T;Q entonces existe A € A tal que ; = Gx(q). En tal caso,
usando 1.

{fi, [;3(d6x(q)) = w(dGx(q))(Xy,(d6(q)), Xy, (dGA(q)))
= w(d&(9))(T(gndS(X;*(q),0), T(q,A)dG(X,%A (9),0)))

= (WGA)(q,)\)((XS-)\ (Q)7 0)7 (XfG])\ (Q)a O))
Como (Xf?(q), 0), (XijA(q), 0) € Ligr = L(L%/\), entonces
{fi: fi3(By) = 0
para todo 3, € T;Q. O

La importancia de encontrar n-integrales primeras independientes en invo-
lucion se justifica con el uso de un famoso resultado, el Teorema de Arnold-
Liouwille que solo enunciaremos en este trabajo.
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3.3. Soluciones completas de la ecuacién de Hamilton-Jacobi

Teorema 3.3.4 Sea (M,w, H) un sistema hamiltoniano con dim M = 2n.
Supongamos que tenemos {fi,..., fn} C C°(M,R) integrales primeras lineal-
mente independientes que estan en involucion y tal que fi = H. St para cada
c=(c1,...,¢,) € R consideramos la subvariedad cerrada de M

M.={zxe M/F(x)=(fi(x),..., fulx)) = (c1,...,¢n)},
entonces

1. Cada solucion de las ecuaciones de Hamilton estd enteramente contenida
en M. para un cierto ¢ € R".

2. 5i M. es compacto y conexo, M, es difeomorfo un toro de dimension n.

3. Las ecuaciones de Hamilton pueden ser integradas por cuadratura.

En consecuencia, si {f1,..., fn} C C®°(T*Q,R) son n-integrales primeras
independientes en involucién deducidas del Teorema 3.3.3 y podemos extraer
n — 1 de ellas tal que {H, fi,,..., fi,_} son independientes, entonces las ecua-

ciones de Hamilton pueden ser integradas por cuadratura.

Antes de finalizar el trabajo comprobaremos que la existencia de n-integrales
primeras ”independientes”, en un cierto sentido, y en involuciéon generan una
solucion total de la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Sea f :T*(Q — R una funcién diferenciable sobre el fibrado contangente
de Q y Vm = Uger-qKer Tpmy, el fibrado vertical. Denotemos por d'f a la
aplicaciéon d’f : T*QQ — (Vnm)* definida por d'f(5) = df(ﬁ)|KerTB7ra. No-
ta que localmente si (¢',p;) son coordenadas locales para T*(Q, entonces las
expresiones locales de df y d’f son

of .. Of
df = —dq" dp;
if a9 T 5,
of
d’f = —dp;.
S ap P
Diremos que las aplicaciones {fi, ..., f,} son verticalmente independientes si

(dfi A A fu)(g) # 0

para todo q € Q.

Veremos por ultimo como la existencia de integrales primeras verticalmente
independientes en involucién nos permite obtener una soluciéon completa de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Teorema 3.3.5 Sea H : T*(Q) — R un hamiltoniano sobre T*Q), con dim () =
n. Supongamos que tenemos { f1, ..., fo} € C®(T*Q,R), con f, = H, integra-
les primeras en tnvolucion y verticalmente independientes. Entonces para todo
q € Q existe U € Ent(q) y existe un difeomorfismo & : U x A — T*U tal que

1. d&y) =0 para todo X € A.

2. Gy :Q — T*Q es una solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, esto
es
H oG = cte.
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3. La Ecuacién de Hamilton-Jacobi

Demostracion. Consideremos la aplicacion ¢ : T*Q) — @ x R™ dada por
?(8y) = (4, [i(Sy))-

Entonces ¢ es un difeomorfismo local, ya que

InXTL O
To=1 ar  of
oq’ Ip;

es regular por ser {fi,..., f,} verticalmente independientes.

Entonces tomamos & = ¢~ : U x A — T*U.
Veamos que H o G, = cte. En efecto, como f; = H entonces

Ho&)\(q) = f10o6(q,\) =pri(q,A) = M

donde pry : Q@ x A — R tal que pri(q, A\, .., A\n) = A1
Veamos por ultimo que d&, = 0. Por hipétesis tenemos que {f;, f;} = 0,

por tanto,
0= {flv fJ} = W<Xf¢'ij)'

Por otra parte, para todo A € Ay ¢ € Q

T,E.(TQ) € < {dfi(&(g, \)} >C < X1,(6(q. V) > (3.9)

En efecto, para todo u € T,Q)

dfi(&(g, V)18 (v)) = T,Gx(u)(fi) = ulfio &)

Usando (3.9) y que d&) = &3 (w) concluimos que para todo (u,v) € T,0Q xT,Q

d6x(q)(u,v) = ((61)'w)(q)(u,v)
= W(GA@)(Ty6x(u), T;6x(v)) =0
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3.3. Soluciones completas de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
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Apéndice A
Fibrados vectoriales

En este primer apartado de los Apéndices recordaremos las nociones ele-
mentales de la categoria de fibrados vectoriales.

Definicién A.0.6 Diremos que una aplicacion diferenciable m : E — M es
un fibrado vectorial de rango k si para todo x € M se tiene que

i) 7 1(x) es un espacio vectorial de dimension k.

i1) Existen un entorno abierto U de x en M y un difeomorfismo ¢ : U X
R¥ — 7= Y(U) tal que, para todo x' € U,

a) (mroy)(a',v) =2, para todo v € RF.

b) @ : RF — 771(2') es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Al conjunto E se le denomina espacio total del fibrado, M es el espacio base del
fibrado, 7 la proyeccion del fibrado, 71 (z) la fibra en x y ¢ es la trivializacién
local.

Una seccion del fibrado vectorial m : E — M es una aplicacion diferen-
ciable s : M — FE tal que
mos=1y.

Nota que el espacio de las secciones de 7 : B — M, I'(E), es un C*°(M)-
modulo.

Unos ejemplos de fibrados vectoriales son los que a continuacién describi-
mos.

Ejemplos:

i) La sequnda proyeccion py : R¥ x M — M.
Aqui las fibras son R¥, el fibrado es de rango k y las secciones de este
fibrado se pueden identificar con las aplicaciones diferenciables f : M —
RE,

it) El fibrado tangente de una variedad Q, mg : TQ — Q.

En este caso las fibras son 7,0, con g € @, el rango es la dimensién de
() v las secciones son los campos de vectores sobre ().

37



iii) El fibrado cotangente de una variedad Q, mjy : T*Q — Q.

Las fibras de este fibrado son los espacios cotangentes T,;(), con q € @,
por lo que el rango de 7, es la dimensién de (. Respecto a las secciones
de este fibrado, son justamente las 1-formas sobre Q).

Definicién A.0.7 Sean 7 : By — My, my : Es — M> fibrados vectoriales
yF:E — E yf: M — My aplicaciones diferenciables. Diremos que
(F, f) es un morfismo de fibrados si el siguiente diagrama es conmuntativo

F
Eq - FEy
T U
M1 f > M2

y para cada v € M, F' induce una aplicacion lineal
Fo:mpt () — my (f(2).

Si ademds F y [ son difeomorfismos, entoces diremos que (F, f) es un iso-
morfismo de fibrados vectoriales.

Supongamos ahora que m : £y — M y my : Ey — M son fibrados
vectoriales sobre una misma variedad M. Sea F : E; — E5 un morfismo de
fibrados vectoriales sobre las identidades. Entonces F' induce de forma natural
un morfismo C*°(M )-médulos

Si F' es un isomorfismo de fibrados vectoriales entonces induce un isomorfismo
de C*°(M)-médulos entre los correspondientes espacios de secciones I'(E}) y
[(Es).
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Apéndice B

Campos de vectores y formas
sobre una variedad

B.1. Flujo de un campo de vectores y derivada
de Lie

En este apéndice presentaremos la relacién entre el flujo de un campo de
vectores y la derivada de Lie de una k-forma respecto de ese campo de vectores.

Definicién B.1.1 Sea M una variedad. Diremos que una aplicacion diferen-
ciable ¢ : R x M — M es un grupo uniparamétrico de transformaciones si
verifica las siquientes condiciones

1. oo = ¢(0,-) : M — M es la identidad en M.
2. ¢ M — M es un difeomorfismo.
3. Qrrs = @0 Qs para todo t,s € R.

Definicién B.1.2 Sea X un campo de vectores sobre una variedad M. Se
denomina flujo del campo X a la aplicacion diferenciable

¢ Rx M — M

do,
tal que dii(t) = Xs.) Y ¢2(0) = = para todo x € M.

Se tiene que todo grupo uniparamétrico de transformaciones ¢ : Rx M —
M define un campo de vectores X sobre la variedad M.

Por otra parte, sean X un campo de vectores y « una k-forma sobre una
variedad M. Se define la derivada de Lie de a respecto del campo X como la
k-forma

Lxa=ixda+dixa.

Equivalentemente la derivada de Lie de « respecto de X puede definirse en
términos del flujo del campo X como sigue

lim dfag (v, ..., vp) — ag(vy, ..., vE)
t—0 t

d

o TGRS

('QXOé)w(Ul, - 7’016) =
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B.2. Lema de Poincaré

donde ¢ : M — M es el flujo de X.
La siguiente proposicion describe ciertas propiedades que involucran al flujo
de un campo de vectores X y la derivada de Lie respecto de X.

Proposicién B.1.3 Sean X € X(M), ¢, el flujo de X ya € Q¥(M). Entonces
i) Sx(¢h,0) = &, (i0)

it) £x(dj,@) = ¢, (Lxa).

B.2. Lema de Poincaré

Es bien conocido que la diferencial exterior sobre una variedad define un
operador de cohomologia, esto es, d*> = 0. Esto implica que toda forma exacta
es cerrada. El reciproco no es cierto, aunque si localmente. Este es el conocido
Lema de Poincaré que a continuacién pasamos a enunciar.

Lema B.2.1 Sea a una k-forma sobre la variedad M tal que do = 0. Entonces
para todo xo € M existen un entorno U de xq y una k-1-forma 3 en U tal que
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Apéndice C
Mecanica Hamiltoniana

En este apartado de los Apéndices recordaremos las nociones basicas de
la Mecénica Hamiltoniana clésica de un sistema no sometido a ligaduras, que
seran necesarias para el desarrollo de este trabajo.

Uno de los problemas que estudia la Mecanica Newtoniana es conocer como
se comporta a lo largo del tiempo un sistema de N objetos. Para simplificar
este problema se identifican los objetos con puntos (con una cierta masa) en el
espacio que estemos trabajando (R?). Al conjunto de posibles posiciones que
puede adoptar un sistema se le denomina espacio de configuracion.

El movimiento de un sistema de N puntos de masa queda descrito por la
sequnda ley de Newton, la cual afirma que

F,=m;q; parat=1,2,..., N,

donde F; es la fuerza total del i-ésimo objeto, m; su masa y ¢; su aceleracién.
Una nocién importante dentro de la Mecanica es el momento lineal de un
objeto, el cual se define como

Di = mug;
donde ¢; denota la velocidad del objeto en cuestion.

Definicién C.0.2 La energia cinética de un sistema de N objetos es

1 :
K= 5 Y milldl?

donde ¢; la velocidad del i-ésimo objeto.

Un tipo particular de problema es el denominado problema de fuerza cen-
tral, el cual consiste en un sistema unipuntual cuya fuerza es de la forma
F = F(||q]])q, donde g = q/||q|| y ¥ es una funcién real. Un ejemplo de es-
te tipo de problema es el problema de Keppler el cual estudia el movimiento
de un sistema formado por dos puntos de masa en donde uno tiene una ma-
sa muy superior al otro y la unica fuerza que hay entre ellos es la atraccién
gravitacional.

Definicién C.0.3 Un sistema de potencial Newtoniano es un sistema de ecua-

ctones
. oV
mig; = —
¢ 0y
para i = 1,2,..., N, donde V(q;) es una funcion real, a la cual se le llama

energia potencial.
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Notese que todo problema de fuerza central es un sistema de potencial
Newtoniano.

Definicién C.0.4 La energia total de un sistema de potencial con energia
potencial V(q) es £ := K +V, siendo K la energia cinética.

En la formulacién Lagrangiana se tiene en cuenta las posiciones y veloci-
dades de los distintos puntos de masa. Ello se observa en el siguiente resultado
que relaciona esta formulacién con cualquier sistema de potencial Newtoniano.

Teorema C.0.5 Cualquier sistema de potencial Newtoniano

oV
dq; ’

quZ:— 7::]_,27...,]\7,

es equivalente a las ecuaciones de Fuler-Lagrange

@ oy on_
dt \ 0q dg

para el lagrangiano L : R?*™N — R definido por

N

La,d) o= smdlldl? = V(a).

i=1

Las ecuaciones de Euler-Lagrange descritas en el teorema anterior no de-
penden de las coordenadas elegidas. En esta formulacion la funcién de energia
para un lagrangiano L(q, ¢) es

En cuanto al formulalismo Hamiltoniano, este se disefia en un espacio en
el que las coordenadas locales corresponden con las posiciones y los momen-
tos de los puntos. El siguiente resultado relaciona los sistemas de potencial
Newtoniano y la formulacién Hamiltoniana.

Teorema C.0.6 Cualquier sistema de potencial Newtoniano

ov
dq; ’

mlqlz— i:1,2,...,N,

es equivalente las ecuaciones canonicas de Hamilton

. O0H . oOH
q= 8_])’ b= _3_q’
para el hamiltoniano
i
H(qp) =) 2millpz-||2 +V(g).

=1
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C. Mecanica Hamiltoniana

Al igual que sucede con las ecuaciones de Euler-Lagrange, se tiene que las
ecuaciones de Hamilton son independientes de las coordenadas empleadas. En
principio, un sistema lagrangiano no es equivalente a uno hamiltoniano, pero en
ciertas condiciones de regularidad, que describiremos a continuacion, se tiene
la equivalencia entre ambas formulaciones.

Definicién C.0.7 La transformacion de Legendre para un lagrangiano L(q, §)
es el cambio de variable (q,q) — (q,p) dado por

)

p_a_q

A la nueva variable p se le denomina momento conjugado.

Notese que en el caso de un sistema de potencial Newtoniano se tiene que
L(q,q) = Lol %
(. 9) = ;§mi\|qi!| - V(a),
luego la transformacién de Legendre es de la forma
Di = Mg,

lo que se ha definido como momento del i-ésimo objeto.

Definicién C.0.8 Diremos que un lagrangiano L es regqular si

0*L

L es hiperreqular si la transformacion de Legendre para L es un difeomorfismo.

Teorema C.0.9 Si L : R*N — R es un lagrangiano hiperreqular, entonces
las ecuaciones de Fuler-Lagrange

@ oy on_
dt \ 0q dg

son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton

. _OH . OH

Q—a—pv p__(?_q’

para el hamiltoniano

H(q,p) :=p-q(q.p) — L(q,dq(q, p)).
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