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Introduccidn

La Geometria Simpléctica ha demostrado ser histéricamente el marco natural que describe el
movimiento de los cuerpos, los principios que lo originan, y todos los comceptos que aparecen
en la descripcién que se originan en la Mecénica Analitica, establecida por Newton, Lagrange,
D’Alembert, Poincaré, Hamilton, y muchos de los cientificos méas relevantes de los tres 1ltimos
siglos, como la energia, las ligaduras, las simetrias, las fuerzas y un largo etcétera.

En particular, tenemos que

» Las configuraciones admisibles del sistema vienen descritas por una variedad ) cuya dimen-
sién es igual al namero de grados de libertad del sistema. Por ejemplo, ésta es la situacién
que tiene lugar al considerar ligaduras holénomas en R".

» El espacio de fases de las velocidades se modela con T'Q (o respectivamente T'Q x R para el
caso dependiente del tiempo), donde se define una funcién lagrangiana de primer orden, y
mediante un principio variacional se obtienen las ecuaciones del movimiento. Como veremos,
su dual 7*@Q (o R x T*Q respectivamente) también forma parte de la descripcién. Para el
caso de las ligaduras no holénomas, se considera ademas una distribucién D C T'Q.

= Los conceptos y herramientas de la geometria simpléctica (respectivamente, geometria cosim-
pléctica para el caso dependiente del tiempo) se usan para definir de forma intrinseca las
ecuaciones de evolucion del sistema, las cantidades conservadas, y eventualmente, una reduc-
cion del problema a otro problema més simple. La descripcién geométrica de la mecanica
en términos de la geometria simpléctica (o cosimpléctica) serd brevemente expuesta en los
primeros capitulos de este trabajo.

= Finalmente, la teoria de funciones generatrices aparece como una forma general de definir
métodos numeéricos, para asi calcular de forma efectiva las soluciones a los problemas, como
se detalla al principio del capitulo 6.

Se sabe también que muchas de las otras Teorias Clasicas de Campos provienen de un principio
variacional sobre una funcién lagrangiana definida en cierto espacio. Uno de estos modelos para



describir este fenémeno, y que ha sido recientemente de interés para un gran ntmero de investi-
gadores, es la geometria multisimpléctica sobre variedades de jets, que es una posible extensién
natural de la geometria simpléctica, y que se expone en los capitulos 2 y 3 de este trabajo. Mas
precisamente,

= Un campo se representa por una seccion de cierta fibracion 7 : Y — X

= Una funcién lagrangiana L se define sobre la variedad de jets de primer orden J'm, que
reemplaza de forma natural el espacio de fases de las velocidades. Las ecuaciones de evolucion
se originan a partir de un principio variacional que involucra a la funcién lagrangiana.

» Los conceptos y herramientas de la geometria multisimpléctica se usan para definir intrinseca-
mente las ecuaciones de evolucion del sistema, desde las cuales podemos estudiar la presencia
de simetrias, cantidades conservadas, y una eventual reduccién del problema a uno més simple.
El segundo capitulo se dedica a la geometria multisimpléctica en veriedades de jets, mientras
que el tercer capitulo describe las Teorias Clédsicas de Campos que utilizan este formalismo.

En particular, en este trabajo pretendo exponer los resultados de los trabajos de investigacion
de los que he sido participe en los ultimos afios con la finalidad de cumplir con el programa expuesto
anteriormente. En particular:

= En el capiutulo 2, dedicado a la geometria multisimpléctica sobre variedades de jets, se des-
cribiran los resultados encaminados a obtener coordenadas de Darboux para un tipo concreto
de variedades multisimplécticas, en las cuales la forma multisimpléctica puede identificarse
de forma local con la forma multisimpléctica candnica.

= En el capitulo 3, que describe de forma general el modelo para las variadas teorias clasicas
de campos en términos de geometria multisimpléctica sobre variedades de jets, obtenemos,
en el caso regular, un resultado andlogo al obtenido por Tulczyjew en [153, 154] (en el que se
identifica TT*M con T*TM y T*T*M) para las Teorias Clésicas de Campos.

= En el capitulo 4 analizamos la presencia de simetrias para las ecuaciones de campos en sus
diversos enfoques, y obtenemos un teorema de Noether para obtener cantidades conservadas.

s El capitulo 5 describe la geometrias de las superficies de Cauchy en las teorias clasicas de
campos, con especial atencién al caso en que la variedad base X se puede descomponer en
un producto de una variedad temporal unidimensional, y una variedad especial, lo cual nos
permite simplificar las ecuaciones.

= Finalmente, el capitulo 6 explica como puede utilizarse la teoria de las funciones generatrices
como origen para una nueva familia de métodos numéricos con mejores propiedades geométri-
cas. Aplicamos estas ideas a dos casos particulares: el caso de la mecanica con ligaduras no
holénomas, y al caso de la teoria de control éptimo. Se expondrd también en el tltimo capitulo
como estas ideas podrian utilizarse para producir métodos numéricos para teorias cldsicas de
campos.



A lo largo de este trabajo, se supondra que se dipone de un conocimiento béasico de la geometria
diferencial. Utilizaremos también la siguiente notaciéon: £x para denotar la derivada de Lie con
respecto a un campo de vectores X, X¥(M) para denotar los k-multicampos de vectores en M (es
decir, las secciones de AFT'M), y por AFM las k-formas en M (es decir, secciones de A*T*M);
70 :TQ — Q,y mg : T*Q — () denotaran las proyecciones canénicas. Si G' es un grupo de Lie
que actia sobre una variedad M, y g es su algebra de Lie, entonces para & € g, &y denotara el
campo de vectores fundamental (o generador infiniterimal) determinado por &.






cAPiTULO 1

Geometria simpléctica y mecanica

Este capitulo introductorio tiene por objetivo visitar brevemente algunos conceptos fundamen-
tales de las geometrias simpléctica y cosimpléctica, y mostrar como estas teorias constituyen un
modelo natural para describir intrinsecamente las propiedades y comportamiento de la mecanica
no dependiente y dependiente del tiempo, respectivamente. Nos centraremos en particular en la
descripcién de la mecénica dependiente del tiempo en términos de la geometria cosimpléctica.

Los resultados mencionados en este capitulo son bien conocidos, y las demostraciones se en-
cuentran ampliamente difundidas en la literatura especializada (por ejemplo, en [1]), por lo que en
muchas ocasiones se omitiran.

En ambas descripciones simpléctica y cosimpléctica se consideran tanto los aspectos algebraicos
como los diferenciales, asi como una breve discusién sobre funciones hamiltonianas.

1.1. Geometria simpléctica

Esta seccion versa sobre geometria simpléctica. Se trataran simultaneamente los casos tanto
finito como infinito dimensionales cuando nos sea posible, y siempre que la dimensionalidad finita
no se pida explicitamente.

1.1.1. Algebra simpléctica

Definicién 1.1.1. Sea V' be un espacio vectorial (de dimension finita o infinita), y sea w una
2-forma en V. Definimos la aplicacién lineal v’ : V — V*

(W (01) o) = w(v1, v2)

Decimos que w es débilmente (resp. fuertemente) no degenerada cuando W’ es inyectiva, o en
otras palabras, L,,w =0 < v =0 (resp. un isomorfismo).
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Obviamente, si V' es de dimensién finita, ambos conceptos coinciden, y decimos simplemente
que w es no degenerada. Esto no es asi si V es un espacio vectorial de dimensién infinita.

Definicién 1.1.2. Una forma simpléctica (débil, fuerte) en un espacio vectorial V es una 2-
forma (débilmente, fuertemente) no degenerada.

Un espacio vectorial simpléctico (débil, fuerte) es un espacio vectorial V' equipado con una
forma simpléctica (débil, fuerte).
En todo espacio vectorial simpléctico se tiene:

Proposicién 1.1.3. Sea w una 2-forma en un espacio vectorial de dimension finita V. Entonces,

(i) w es no degenerada si y solo si V is de dimension par (dimV = 2n) y w" es una forma de
volumen en V.

(ii) Si w es simpléctica, entonces existe una base de V' respecto a la cual, la matriz asociada a

&

donde 0 denota la matriz nula n X n, e I es la matriz identidad de dimension n.

w tiene la siguiente expresion en bloques

Una forma simpléctica puede utilizarse para definir relaciones de ortogonalidad y complemen-
tariedad.

Definicién 1.1.4. Si W es un subespacio de un espacio vectorial simpléctico (V,w), entonces
definimos su complemento ortogonal por

Wh={weV | taww =0 para todo we W}

Definicion 1.1.5. Un subespacio vectorial W de un espacio vectorial simpléctico se dice que es

(i) isétropo si W C W+

(ii) coisétropo si W+ C W

(iii) lagrangiano si es isétropo o coisdtropo, o en otras palabras, Wt =w

(iv) simpléctico si W N W+ = {0} (y por tanto (W,w|w) es un espacio vectorial simpléctico)
También tenemos que

Proposicién 1.1.6. Dado un subespacio vectorial W <V,

(i) W es lagrangiano si y sdlo si W es mazximalmente isétropo

(ii) si V es de dimension finita, entonces W es lagrangiano si y solo si W is isétropo y dimV =
2dim W

Ejemplo 1.1.7. Sea V un espacio vectorial arbitrario. Consideremos el producto directo V' x V*.
Definamos una 2-forma wy en V' x V* como sigue:

wy ((v, @), (w, B)) = B(v) — a(w)

Un breve célculo basta para mostrar que wy es simpléctica. Ademaés, V' x {0} y {0} x V* son
subespacios lagrangianas.
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1.1.2. Variedades simplécticas

Las definiciones anteriores se pueden extender a variedades diferenciables.

Definicién 1.1.8. Sea w una 2-forma en una variedad diferenciable (de dimension finita o infinita)
b

M modelada sobre un espacio de Banach. Para cada x € M, consideremos la aplicacion w), :

T,.M — T;M definida por

WD (V) 1= tyw,.

x

Decimos que w es débilmente no degenerada en x cuando wi es inyectiva, o en otras palabras,
tvwe, = 0 & V =0, y fuertemente no degenerada cuando es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

w se dice que es una forma simpléctica (débil, fuerte) en M cuando es cerrada y (débilmente,
fuertemente) no degenerada en cada punto. Por lo tanto, w, es una forma simpléctica en TyM
para cada © € M. En el caso de la simplecticidad débil, tenemos que la aplicacion inducida o’ -
X(M) — A(M) definida por

W(X) = 1xws.

es inyectiva, pero no suprayectiva en general.

Una variedad simpléctica es una variedad M equipada con una forma simpléctica.

En tal caso, si M es de dimensién finita, entonces es una variedad de dimensién par (digamos
dim M = 2n), y la forma w" es una forma de volumen en M.

Tenemos también el siguiente teorema de Darboux:

Teorema 1.1.9. (Darboux) Siw es una 2-forma no degenerada en una variedad M de dimension
finita, (dim M = 2n), entonces w es cerrada si y solo si existe un entorno coordenado (U,x) en
torno a cada x € M tal que () = 0, con x(u) = (¢ (u),...,q" (v),p1(v),...,pu(w)) parau € U, y

wly = dg' A dp;
Las coordenadas dadas por el entorno coordenado mencionado (U, ) se llaman habitualmente
coordenadas de Darboux.

Definicién 1.1.10. Una subvariedad N de una variedad simpléctica (M,w) se dice que es isotrépi-
ca (resp. coisotrdpica, lagrangiana, simpléctica) cuando T, N es un subespacio vectorial isotrd-
pico (resp. coisdtropo, lagrangiano, simpléctico) de (T, M,w,), para cada x € N.

Finalmente, tenemos:

Definicién 1.1.11. Un difeomorfismo ® entre dos variedades simplécticas (M1, w1) y (Ma,ws) se
dice que es un simplectomorfismo o una transformacion candnica cuando ®*wo = wy.

Ejemplo 1.1.12. Sea () una variedad arbitraria. Definimos la siguiente 1-forma g en T*@Q, de-
nominada la forma de Liouville, donde para todo W € T, T*Q,

((0g)a|W) :== (| TTQW)
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siendo 7@ la proyeccién canénica.
Si @ es de dimensién finita, y (¢*, p;) son coordenadas canénicas en T*(), entonces 6 = p;dq’.

Consideremos wg = —dbg. Es una 2-forma cerrada, y no degenerada, por lo tanto es una forma
simpléctica. Si @ tiene dimensién finita, y (¢°,p;) son coordenadas canénicas en T*(Q, entonces
wo = dq’ A dp;. Esta forma se denomina la forma simpléctica canénica en T*Q).

Recibe el nombre de canodnica porque el teorema de Darboux garantiza que en torno a cada
punto de una variedad simpléctica, la forma simpléctica puede ser asimilada a la forma simpléctica
canénica de cierta variedad @. Cuando una variedad es globalmente simplectomorfa a (T*Q,w)
entonces se dird que es una variedad simpléctica especial (de acuerdo con la terminologia
introducida por W. Tulczyjew en [153, 154]).

1.1.3. Campos de vectores y funciones hamiltonianas en variedades simplécticas

A lo largo de esta seccién, supondremos que (M, w) es una variedad simpléctica. Los resulta-
dos de esta seccién son bien conocidos para variedades de dimensién finita, y para variedades de
dimensién infinita aparecen recogidos por ejemplo en [129, 150].

Definicién 1.1.13. Un campo de vectores X € X(M) se dird que es
(i) hamiltoniano si eziste una funcion h (llamada funcion hamiltoniana) tal que

txw = dh

(i) localmente hamiltoniano si Lxw =0

Noétese que, en particular, el flujo de un campo de vectores hamiltoniano preserva la forma
simpléctica, esto es, el flujo F} es una transformacién candnica.

La no degeneracién de w garantiza que, para una funcién hamiltoniana h, si existe un campo de
vectores hamiltoniano asociado, entonces éste es inico, y se denotard por Xj. También denotamos
por

H(M) :={h € C®(M)|dh = txw para algin X € X(M)}

Si M es de dimensién finita, entonces H(M) = C*°(M), pero para variedades de dimensién
infinita esto no puede garantizarse.

En coordenadas locales de Darboux en el espacio de Banach modelo, X} viene dado por

oh  Oh
Xh(uvw) = <8u’_8w>

(para mas detalles, ver [150]).

Definicién 1.1.14. En H(M) podemos definir el corchete de Poisson :

{fag} XX W = w(Xfan)

Aln maés, tenemos que
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Proposicién 1.1.15. El corchete de Poisson tiene las siguientes propiedades para f,g,h € H(M):

2. Afrg:hy={fh}+{g,h}
3. AfAghiy HoAhSt} +{h{f,9}} =0

Proposicién 1.1.16. Si f,g € H(M), entonces {f,g} € H(M), y

Xy = —[ X5, Xy

Por lo tanto, el conjunto de campos de vectores hamiltonianos forman un subalgebra de Lie del
algebra de campos de vectores en M con el corchete de Lie.

De forma similar se puede mostrar que H(M) es un algebra de Lie con el corchete de Poisson
definido arriba.

1.1.4. Triples de Tulczyjew

En [153, 154], Tulczyjew introdujo una identificacién de TT*M con T*TM y T*T*M (ver [123]
para un andlisis en profundidad de estos isomorfismos, y también [30]). Para un estudio directo,
ver [106].

Las variedades TT*M y T*T*M se identifican haciendo uso del isomorfismo dado por con-
traccién con la forma simpléctica canénica de T*M. Localmente viene dado por (3(q,p,q,p) =

(Q> D, _]ja Q) .
Para definir el isomorfismo a : TT*M — T*T M requerimos dos ingredientes adicionales.

Uno de ellos es la involucién candnica en TT M, definida como sigue: xps : TTM — TTM

dada por
d

ds

Y1) = -

t=0 ds

d

X(s,1)
s=0 dt

t=0

K (

s=0 dt

donde para x : R? — M definimos v : R> — M por X(s,t) = x(t,s). En coordenadas locales se
obtiene que kp(q,v,q,0) = (q,q,v,0).

El segundo ingrediente es la paridad tangente. Dadas dos variedades M y N, y una paridad
(:|-) entre ellas, la paridad tangente (-|-)7 : TM x TN — R viene determinado por

t =
t=0 dt t=0

Finalmente, definimos a por (a(2)|w) = (z|kar(w))T para z € TT*M y w € TTM, que en coorde-
nadas locales viene dada por «(q,p, ¢,p) = (q,4, D, p)-
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1.2. Geometria cosimpléctica

1.2.1. Algebra cosimpléctica

Definicion 1.2.1. Sea V' un espacio vectorial de dimension 2n + 1, y sean 0 y n una 2-forma y
una 1-forma en'V', respectivamente. Decimos que (V,§2,n) es un espacio vectorial cosimpléctico

cuando

Q"An#0
Podemos definir la siguiente aplicacién lineal b : V' — V* dada por
p(v) == 1,2+ n(v)n

En un espacio vectorial cosimpléctico se puede probar que b es un isomorfismo. El vector R := b~1(n)
se llama el vector de Reeb, y viene dado por las ecuaciones:

trf =0, tpn =1

Los espacios vectoriales cosimplécticos se pueden expresar en coordenadas de forma adecuada

como sigue:

Proposicién 1.2.2. En todo espacio vectorial cosimpléctico (V,§2,n) eziste una base de V (que
llamaremos una base de Darbouz, con cierto abuso de notacion) (u',v;,w), cuya base dual es
((uh)*, (vs)*, w*), tal que Q = (u')* A (v3)*, n = w*.

Ejemplo 1.2.3. El ejemplo canénico de espacio vectorial cosimpléctico viene dado por V x V* x R
para cualquier espacio vectorial real V', donde €2 es la forma simpléctica canénica heredada de
V x V* yn=dtes el pullback de la forma dt en R.

1.2.2. Variedades cosimplécticas

Definicién 1.2.4. Una variedad cosimpléctica es un triple (M,Q,n) donde M es una variedad
(2n 4+ 1)-dimensional, Q es una 2-forma cerrada, n es una 1-forma cerrada, y para cada x € M,
(T, M,Qy,n:) es un espacio vectorial cosimpléctico.

En una variedad cosimpléctica puede definirse la siguiente aplicacién b : X(M) — AM, dada
por
p(V) := 1y Q+n(V)n,

y puede probarse facilmente que es un isomorfismo de C*°(M)-médulos.

El campo de vectores R := b~1(n) se llama el campo de vectores de Reeb, y viene dado por
las ecuaciones:
trf =0, tgm =1

En una variedad cosimpléctica se pueden también inducir coordenadas adecuadas, como se
muestra en
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Proposicién 1.2.5. En cada variedad cosimpléctica (M,$,n), cada punto admite un entorno
coordenado (¢',p;,t) (que llamaremos coordenadas de Darboux con cierto abuso de notacion)
tal que Q = dqg* A dp;, n = dt.

Finalmente, tenemos la siguiente

Definicién 1.2.6. Un difeomorfismo ® entre dos wvariedades cosimplécticas (Mi,w1,m) y
(M, wa,m2) se dice que es un cosimplectomorfismo cuando ®*wy = w1, y P*ne =n;.

Ejemplo 1.2.7. El ejemplo canénico de variedad cosimpléctica viene dado por T*@Q x R para
cualquier variedad @, donde  es la forma simpléctica candnica wg de T*(Q), y 1 es la forma dt de
R.

Extendiendo la terminologia introducida por Tulczyjew, diremos que una variedad cosimpléctica
(M,€Q,n) es una variedad cosimpléctica especial cuando exista una variedad @) y un difeomor-
fismo ® : M — T7Q x R tal que ®*wg = Q 'y ¢*(dt) = .

Cualquier variedad cosimpléctica especial posee también una forma © = ®*0 tal que —d© = .

1.2.3. Campos de vectores y funciones hamiltonianas en variedades cosimplécti-
cas

En esta seccién, (M, 2, n) denotard una variedad cosimpléctica con campo de Reeb R. Para una
descripcién méas completa de los conceptos descritos en esta seccién, ver [18].

Definicién 1.2.8. Para una funcién h: M — R definida en M, podemos definir:
(i) El campo de vectores gradiente grad h :=b~'(dh), dado por las ecuaciones
lgrad 1] = R(h)
lgrad r§l = dh — R(h)n
y expresion en coordenadas locales canonicas

oho of 9 _9f 8

an="9 A
gra ot ot opog | 0q opi

(ii) El campo de vectores hamiltoniano X, :=b~(dh — R(h)n), dado por las ecuaciones
tx,m =70

tx, 2 = dh — R(h)n

y expresion en coordenadas locales canonicas

_of o Of 8
" Opiog T dq Op;

(iii) El campo de vectores evolucion Ey := R+ X}, dado por las ecuaciones

tg,m=20
LE, S, =1
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donde Qp = dh A1+ €, y expresion en coordenadas locales canonicas

o or o or o
h = ot Op; 0¢t  Oq' Op;

E

Las definiciones precedentes nos permiten definir una estructura de Poisson en C*°(M), dada
por

{f, g} == Q(gradf, gradg)

de forma que la aplicacién C*(M) — X(M) dada por f — Xy es un antihomomorfismo de
algebras de Lie, es decir,
Xirgy = —[X5, Xl

Notar que también tenemos que

(1) tx,Q2= toradh§?
(17) Xp, = gradh < R(h) =0

Finalmente, observamos que para cada funcién h : M — R definida en M, podemos definir
otra estructura cosimpléctica en M, dada por (M, Qy,,n), donde 2 := dh An+ 2. De esta manera,
el campo de vectores evolucién para h es precisamente el campo de vectores de Reeb para esta
nueva estructura cosimpléctica, como se definié en 1.2.8. Ain més, su flujo preserva la estructura
cosimpléctica dada por €, y 1. Esto es, si denotamos por F; el flujo de E} entonces tenemos
FrQp=Qny Fin=n.

1.3. Estructura geométrica del fibrado tangente

En esta seccién se definen los conceptos de levantamiento vertical y completo de campos de
vectores en una variedad a su fibrado tantenge, y se introduce el endomorfismo vertical. Estos con-
ceptos seran utilizados mas tarde para describir la mecanica en términos geométricos. Denotaremos
por (¢*, ¢') coordenadas fibradas en T'Q, el fibrado tangente de cierta variedad @, que se asumira fija
en toda la seccién. Denotemos también por 7 : T'Q) — @ la proyeccién candnica, en coordenadas
7Q(¢",4") = (¢")-

Si X es un campo de vectores en @) con flujo ®;, entonces T'®; es una familia uniparamétrica
de transformaciones en 7'Q).

Definicién 1.3.1. Si X € X(Q) tiene flujo @, entonces el generador infinitesimal X¢ de T®; en
TQ se llama el levantamiento completo de X a TQ).

0

g entonces tenemos

En coordenadas locales, si X = X*

9 axi 9
xe—xi 9 g9t 9
o¢ " og ag

También definimos
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Definicién 1.3.2. Para una fibracion 7 : N — M, un vector tangente v € TyN tal que w(v) =
0 se llama un vector tangente vertical. El subespacio de vectores tangentes a y wverticales se

denotard por Vym, y el subfibrado de vectores verticales por V.

Se define el levantamiento vertical de vectores tangentes y campos de vectores como sigue:

Definicién 1.3.3. Sea V € T,Q, definimos la aplicacion lineal T4,QQ — Vy1g, para X € T,Q,
como Ssigue

d
XY= — tX) |
dt(v+ )e=o

y se denomina el levantamiento vertical de X a TQ en V. El levantamiento vertical de campos
de vectores se define puntualmente.

En coordenadas locales, si X = X* a;d]i entonces tenemos
xv— xi 2
¢

Finalmente, con estos ingredientes podemos definir el endomorfismo vertical S:

Definicion 1.3.4. Definimos el siguiente endomorfismo S en T(Q. Sea V € TQ, entonces para
Y eTyTQ
Sy(Y) = ((Trq)v(Y))"

En coordenadas locales, S viene dado por
0

El fibrado tangente T'Q) estd también equipado con otro objeto geométrico fundamental (ver
[118)):

Definicién 1.3.5. el campo de vectores de Liouville o campo de wvectores dilatacion A,
definido intrinsecamente como un campo de vectores en T'Q dado por

AV) = (V")v

En coordenadas locales candnicas se expresa como

4 0
A:qaqi

1.4. Formulacién geométrica de la mecanica

Las variedades simplécticas y cosimplécticas son el ambiente natural para describir la mecanica
independiente y dependiente del tiempo, respectivamente. En esta seccion, centraremos nuestra
atencion en la descripcion geométrica del caso dependiente del tiempo, y por tanto, en la descripcién
cosimpléctica.

Comenzamos con una variedad @ de las posibles configuraciones (no sujetas a ligaduras holéno-
mas). El fibrado tangente T'Q) es el espacio de fases de las velocidades de la variedad Q.
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1.4.1. Formalismo lagrangiano

Consideremos una funcién lagrangiana L definida en R x T'Q. Introducimos la siguiente

_ oL
=4

Definimos también la energia lagrangiana F;, = A(L) — L en términos del campo de vectores

notacién que usaremos frecuentemente p; :

de Liouville, con expresién local

Ep=—p=qpi—L
En algunos casos, deberemos asumir algunas condiciones de regularidad sobre el lagrangiano:

Definicion 1.4.1. Para cada funcion lagrangiana L : TQ x R — R, se define su matriz Hes-

%L
a§iogi ),

El lagrangiano se dice regular en un punto cuando la dicha matriz es regular en tal punto, y

siana

regular cuando es regular en todos los puntos. En caso contrario, se dice que el lagrangiano es
singular.

Definicion 1.4.2. Para un lagrangiano dado L definimos la 1-forma de Poincaré-Cartan como

Oy, := Ldt + S*(dL) (1.1)

En coordenadas fibradas, tiene la forma

0L oL
O = (Lf q 8q,i)dt+ afqidq
= pdt + pidg’

A partir de esta forma consideramos también su diferencial

Definicién 1.4.3. La 2-forma de Poincaré-Cartan se define como
Q= —dOy.
Se expresa en coordenadas fibradas
Q= dt Adp + dg* A dp;,

donde vemos claramente que si L es reqular, entonces (R x TQ,Qp,dt) es una variedad cosim-
pléctica, y reciprocamente.

La dindmica del sistema viene dada por curvas c(t) = (t,q(t),q4(t)) que hagan extremal la
siguiente integral, llamada la accién

S(c) = /[ RCUCR O

para cada intervalo compacto [tg, t1].

Las variaciones a dichas curvas se introducen perturbando una curva c(t), y la solucién para el
problema variacional son las bien conocidas ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Teorema 1.4.4. Sea c(t) = (t,q(t),q4(t)) una curva. Entonces, ¢ es un extremal de L si y solo si
) 0L d (0L
9q dt \ 9q

Un célculo sencillo muestra que, en el caso regular, ser curva solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange es equivalente a ser curva integral del campo de vectores de Reeb del sistema cosimpléctico
(R X TQ, QL, dt).

1.4.2. El caso singular

Para un lagrangiano singular L, uno no puede esperar encontrar soluciones definidas global-
mente; en general, si tal solucién existe, lo hace sélo en una subvariedad Z; de R x T'Q.

Esta variedad final se computa utilizando el algoritmo de Dirac-Bergmann-Gotay-Nester-Hinds
para la mecanica (ver [25, 101] y también [34, 63, 66, 67, 68]).

Llamemos Z; = R x T'Q). Consideramos el conjunto
Zy = {z€Z|3ReT.Z; tal que tgQd =0, tpdt =1}.

Si Z5 es una subvariedad, entonces hay soluciones en Zs5 a las ecuaciones que no son necesariamente
tangentes a Zo, por lo que debemos introducir la condicién de tangencia y considerar un nuevo
paso:

Zs = {z€Zy|3IR€T.Zy tal que i =0, tpdt =1}.

Si Zs es una subvariedad de Z3, pero en algiin punto no hay soluciéon a dichas ecuaciones que
no sea tangente a Z3, entonces vamos a un tercer paso, y asi sucesivamente. En el caso favorable,
obtendriamos una variedad final de ligaduras Z; de dimensién no nula (que proyecta en un abierto
de R por la segunda proyeccién) donde las ecuaciones

(txQp =0, Lxdt = 1)|Zf (1.2)

tienen solucion.

1.4.3. La transformacién de Legendre y el teorema de equivalencia

La transofrmacién de Legendre conecta las descripciones lagrangiana y hamiltoniana. La defini-
cién depende de la 1-forma de Poincaré-Cartan, que como dijimos, depende del lagrangiano escogido
para modelar la teoria.

Definicion 1.4.5. Definimos la transformacion de Legendre legr, : R x TQQ — R x T*Q por
legr.(v,t) = ((legr)i(v),t) para cada (v,t) € R x TQ. En esta definicion, (legr); : TQ — T*Q
denota la derivada fibrada usual sobre la restriccion de L a cada valor de t (ver [1]). En coordenadas,

legr(t,q',d") = (t,4', %)
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Tenemos también una forma alternativa de construir la transformacion de Legendre. Conside-
remos la proyeccién natural TRy T*(Rx Q) — RxQ,y definamos p: T*(Rx Q) — RxT*Q
como la proyeccién canénica que verifica po u = 7., Q (donde p : R x T*Q — R x Q). Ahora
definimos la transformacién de Legendre extendida Legy, : R x TQ — T*(R x Q) por

(Legr(t,v9)|1X) := ((OL)(1,u0)| X)

donde X es cualquier vector tangente a R x T'Q) en (¢,v,) que proyecta en X, vector tangente a
R x @ en (t,q). La tranformacién de Legendre es, en este caso, legr, :== o Legr,.

También tenemos la siguiente proposicién trivial:
Proposiciéon 1.4.6. L es un lagrangiano reqular si y solo si legr, es un difeomorfismo local

Definicion 1.4.7. El lagrangiano L se dice hiperregular cuando legy, es un difeomorfismo global.

En tal caso, H := (leg;l)*EL define una funcién en R x T*Q. Atn més, definamos M; :=
Legr(R x TQ), y denotemos por j : M; — T*(R x Q) la inclusién candnica, y por Leg; la
correstriccién de Legr, a M (esto es, Legr, = jo Legy). Notar que cuando L es hiperregular, la
restriccién py de p a Ml es un difeomorfismo, y tiene un inverso hy := ufl = Leq, olegzl. Por tanto,
podemos también definir h := jo hy : R x T*Q — T*(R x Q). Si escribimos h en coordenadas,
tenemos precisamente que h(t,¢',p;) = (t,q"; —H(t,q",p;), pi).-

Si denotamos por 771 = (priov)*(dt), donde pri : Rx @ — R es la proyeccién natural, entonces
(Ml,}*wRX Q,j*ﬁl) es una variedad cosimpléctica.

Ademas, podemos definir ©, := h*HRXQ, y Qp = h*wRXQ = —dOy, que coincide precisamente
con O = —Hdt + © and Qg = dH A dt 4 Q, respectivamente, y también 7, := h*7;. De esta
manera, (R x T*Q, Qp,m1) es una variedad cosimpléctica.

Tras un breve calculo, deducimos el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.4.8. Tenemos que
(legr)*©p = O, (legr)*Qp = Qy,

Teorema 1.4.9. (Teorema de equivalencia). Supongamos que el lagrangiano es hiperregular.
Entonces, R es el campo de Reeb para (R x TQ,Qr,dt), siy sélo si Tlegr,(R) es el campo de Reeb
para (R x T*Q,Qy,, dt). Ademds, las aplicaciones Legy, p1 y legr, son cosimplectomorfismos.

1.4.4. Lagrangianos casi regulares

Cuando el lagrangiano no es regular, entonces para desarrollar una descripciéon hamiltoniana,
necesitamos alguna condicién de regularidad débil sobre el lagrangiano L, la condicién de casi
regularidad. Los resultados de esta seccién han sido ampliamente explorados en [25] y [101].

Definicién 1.4.10. Un lagrangiano L : R x TQQ — R se dice que es casi regular si Legr (R x
TQ) = M, es una subvariedad de T*(R x Q), y Legy, : R x TQ — M, es una submersién con
fibras conezxas.
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Legr,

My = Legr (R x TQ)

Leg

[ 1
R xTQ

\

€1
My =legr(R x TQ)

R x T*Q

legr,

Figura 1.1: Lagrangianos casi regulares y transformacion de Legendre

Si L es casi regular, deducimos que:

» My =legr(R x TQ) es una subvariedad de R x T*Q.
» La restricciéon py : M, — M de 1 es un difeomorfismo.

» La aplicacién legy, : R x T'QQ — M es una submersion con fibras conexas.

Bajo la hipétesis de casi regularidad, podemos definir una aplicacién hy = (p1) =" : M; — Mj,
y una 2-forma Qs en M; por Qp, = hi(j*2) considerando la aplicacién inclusién j : M, —
T*(R x Q). Obviamente, tenemos leg;Qy, = €2, donde j o leg; = legr, (ver figura 1.1).

La descripcién hamiltoniana se basa ahora en la ecuacién
tyQa, =0, tyny, =1
y podemos aplicar el algoritmo de ligaduras como sigue. Definimos
My = {y € My|3Y € T,M; tal queryQnr, =0, tynar, = 1}

Si M, es una subvariedad, entonces hay soluciones puntuales, pero debemos también incluir la
condicién de tangencia a Mo, y considerar un nuevo paso:

Ms = {y € M|3Y € T,Mstal queryQnr, =0, tynar, = 1}

y asi sucesivamente. Si suponemos que cada M; asi obtenido es una subvariedad de R x T*Q,
procediendo asi obtenemos una secuencia de subvariedades embebidas una en otra

= M3 — My — My — R xT*Q

Si el algoritmo se estabiliza, obtendremos una subvariedad final de ligaduras My de dimensién no
nula en la que las ecuaciones

(txQup =0, exnm, = 1)y
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=2 __ le;x legL(Z):M1 . J RXT*Q
T i1 T

) . lega M,

T g T J2

Z3 . legs Ms

T3 173

Tik—2 T Jk—2

Zk:—l % Mk—l

T k-1 T Jk—1

Z, legy, M,

Figura 1.2: Relacion los algoritmos de ligaduras

tienen una solucién bien definida.

Podemos entonces comparar el algoritmo a ambos lados. Un célculo directo muestra que leg; (Z,,)
M, para cada entero (ver la figura 1.2)

En consecuencia, ambos algoritmos tienen el mismo comportamiento; en particular, si uno
de ellos se estabiliza, también lo hace el otro, y en el mismo paso. En particular, tenemos que
leg1(Z¢) = M;y. En tal caso, la restriccion legy : Zp — My es una submersién suprayectiva (esto
es, una fibracién) y leg}l(legf(z)) = leg; (leg1(2)), para cada z € Z; (esto es, sus fibras son las
de legy). Por lo tanto, los formalismos lagrangiano y hamiltoniano pueden ser comparados a través
de la fibracién legy : Zy — Mjy.

Por tltimo, si hemos obtenido una subvariedad final de ligaduras Zy, el algoritmo de ligaduras
no es suficiente para asegurar que las soluciones de (1.2) verifican la condicién de ser solucién
para ecuaciones de segundo orden. Si el lagrangiano verifica condiciones extra de regularidad (ser
admisible y degenerado, en particular, si es casi regular), entonces los autores de [25] prueban la
existencia de una subvariedad S de Z; en la que existe una tnica solucién de (1.2) que verifica la
condicién de ecuacién de segundo orden, y es tal que la restriccién de legy a S es un difeomorfismo.



CAPITULO 2

Geometria multisimpléctica y variedades de jets

La geometria multisimpléctica es una extension natural de la geometria simpléctica, que, como
trataremos de mostrar en los capitulos siguientes, es el marco natural para describir las teorias
clasicas de campos, de la misma forma que la geometria simpléctica ha sido utilizada para describir
la mecéanica cléasica.

Esta seccion describe la geometria multisimpléctica en sus aspectos algebraicos y diferenciales,
y termina con la descripcién de las variedades de jets, que son una generalizacion de los fibrados
tangente adecuadas a nuestros propésitos, en los que las formas multisimplécticas aparecen de forma
natural, y pueden ser utilizadas para describir las diversas teorias clasicas de campos.

Para més referencias en geometria multisimpléctica, ver, por ejemplo, [16, 17, 50, 51, 84, 44].

Finalmente, notar que en esta seccién, los espacios vectoriales y las variedades consideradas son
de dimensién finita.

2.1. Algebra multisimpléctica

2.1.1. Espacios vectoriales multisimplécticos

Definicion 2.1.1. Una forma multistmpléctica €2 en un espacio vectorial real V' es una forma
de grado k, para 1 < k < dimV' que verifica la siguiente condicion de no degeneracion

L,2=0 < ov=0
Utilizando la siguiente notacion,

KerQ :={v eV |1, =0},
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entonces la propiedad de no degeneracion puede reescribirse como Ker) = 0.

Un espacio vectorial multisimpléctico de orden k es un espacio vectorial equipado con una
k-forma multisimpléctica.

Un multisimplectomorfismo ¢ : (V1,Q1) — (Va,Q9) entre dos espacios vectoriales multisim-
plécticos es un isomorfismo que preserva la forma multisimpléctica, esto es, ¢*Qlo = Q.

Obsérvese que una 2-forma multisimpléctica es una forma simpléctica.

Definicion 2.1.2. Cualquier k-forma Q2 en V' induce los siguientes homomorfismos

para 1 < j < k. La multisimplecticidad implica que O es myectiva, Q1 es suprayectiva.

Una forma multisimpléctica puede utilizarse para definir condiciones de ortogonalidad y com-
plementariedad.

Definiciéon 2.1.3. Si W es un subespacio de un espacio vectorial multisimpléctico (V,Q) de grado
k, entonces para cada l tal que 1 <1 < k — 1 definimos el [-ésimo complemento ortogonal de
W por

Wt .= {v € V]twrw nnw, 2 =0 para todo w; € W, i e {1,2,...,1}}

En particular, tenemos la siguiente filtracion de complementos ortogonales
whtcwt?c.. . cwhk
Tenemos que obviamente W! =V cuando I > dim W,y W N W+ = Ker(Q|w).

Definicion 2.1.4. Un subespacio vectorial W de un espacio vectorial multisimpléctico se dice que
es

(i) I-isétropo si W C W

(i1) 1-coisdétropo si Wi C W

(iii) I-lagrangiano si es l-isdtropo y l-coisétropo, o en otras palabras, Wt = W

(iv) multisimpléctico si W N W+ = {0}

Obsérvese que para formas simplécticas, las definiciones de 1-isotropia, 1-coisotropia, ser 1-
lagrangiano y ser multisimpléctico coinciden con las definiciones de la geometria simpléctica.

Ejemplo 2.1.5. Sea V un espacio vectorial arbitrario, consideremos el producto directo Vi =
V x A*V*. Definamos una (k + 1)-forma Qy en Vy-:

k+1
Qu((v1,7), - Ok, 1)) = Y (1) %01, B, k1),
i=1
para cada (v;,y;) € Vy, i =1,...,k+ 1, donde el acento circunflejo sobre una letra significa que el

término es omitido. Un cédlculo directo muestra que €y es una forma multisimpléctica en Vy .



2.1 Algebra multisimpléctica 29

Si ' es un subespacio vectorial de V', consideremos el subespacio Vy, = V' x ARV* donde AFV*
denota el espacio de las k-formas en V' que se anulan al aplicarles al menos r argumentos de E. Por
supuesto, Vy, equipado con la restriccion (), de €2y a V§, es un espacio vectorial multisimpléctico.
Si E = {0}, recuperamos Vy .

Sean (V1,1) y (V2,2) dos espacios vectoriales multisimplécticos de grado k + 1. Tomemos el
producto directo Vi x Vs con la (k 4 1)-forma Q1 & Qs = 77Q; — 7504, donde 71 : Vi X Vo — Wy
y w2 : V1 X Vo — Vs son las proyecciones canénicas. Entonces (V) x Vi, © Q9) es un espacio
vectorial multisimpléctico.

Proposicién 2.1.6. Sean (V1,Q1) y (Va,Q2) dos espacios vectoriales multisimplécticos de grado
(k+1), y ¢ : Vi — Vo un isomorfismo. Entonces ¢ es un multisimplectomorfismo si y sdlo si su
grafo es un subespacio k-lagrangiano del espacio vectorial multisimpléctico (V1 X Vo, Q1 © Q).

Demostracion. Recuérdese que

(Graph @)™ = {(z,y) € Vi x Vo | (1 © Q2)((2,y), (z1,6(21)); - - -, (w, B(2x))) = 0,
Vai,...,x € Vl}

Supongamos que ¢*Qo = Qy, entonces si (x, ¢(z)) € Graph ¢, tenemos

(1 © Q2)((z, ¢(2)), (21, 9(21)), - - -, (ks S(2k))
= Q(z,21,...,78) — Q(o(z), d(x1), ..., d(21))
=M (z,x1,...,28) — " Qa(x, 21, ..., 2k)
-0

lo cual implica que Graph ¢ C (Graph ¢)5F.

Reciprocamente, si Graph¢ es k-isétropo, tenemos que (z,¢(x)) € (Graph¢)>* para todo
x € V1, y, por tanto, ¢*(ly = €)y.

Ademis, si Graph ¢ es k-isétropo, es también k-lagrangiano. En efecto, si (z,y) € (Graph ¢)*
entonces tenemos que

Q2(¢(x) - Y ¢($1>, ce 7¢(xk)) =0

para cada x1,...,x, € Vi y por consiguiente y = ¢(z) debido a la regularidad de la forma multi-
simpléctica 25 y el hecho de que ¢ es un isomorfismo. |
2.1.2. Bases de Darboux para espacios vectoriales multisimplécticos

Los resultados de esta seccién han sido desarrollados como parte de nuestro trabajo en [116],
aunque algunos resultados estdn probados en [131, 132].

Proposicion 2.1.7. Sea V un espacio vectorial arbitrario. Entonces:

1. 'V es un subespacio k-lagrangiano de Vy y V{,, para cada r;
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2. AR*V* (resp. AFV*) es un subespacio 1-isétropo de Vy (resp. Vi,).

Demostracion.

(1) Un calculo directo muestra que
VEE = {(z,9) | Qv((z,7), (£1,0),..., (x5,0) = 0, para todo x1,...,z}

lo cual es equivalente a la condicién (1, ..., x;) = 0 para cada 1, ...,z € V,y, por tanto, v = 0.
De ahf que V1F =V,

La misma prueba se aplica para Vy;.

(71) Debemos probar que
AkV* C (AkV*)L,l
lo cual es obvio porque
1(0,7)A(0,72) v = 0.

La misma prueba funciona para V. |

Nota 2.1.8. Ademas, obsérvese que
(AkV*)L,l — Akv*
lo que implica que A¥V* es de hecho 1-lagrangiano.

Teorema 2.1.9. [131, 132] Sea (V,Q2) un espacio vectorial multisimpléctico, y W C V un subes-
pacio 1-isétropo tal que dimW = dim A*(V/W)* y dim V/W > k. Entonces existe un subespacio
k-lagrangiano V' de V que es transversal a W (es decir, VN W = {0}) tal que (V,) es multisim-
plectomorfo al modelo (Vy,Qy).

Demostracion. Primer paso: Definimos la aplicacién

LW — AR (v/w)

v () = 0,02

donde ZUNQ es la forma inducida por i, € AFV*. Obsérvese que ZUNQ esta bien definida por el caracter
isétropo de W. Ademads, ¢ es un isomorfismo debido a la regularidad de €.

Segundo paso: El subespacio W es tinico. Primero probaremos que si u,v € V son dos vectores
linealmente independientes que satisfacen iyn, @ = 0, entonces span (u,v) N W # {0}. En caso
contrario, podriamos elegir vy, ..., vx_2 € V con v; ¢ W tal que {u,v,v1,...,vp_2} sean linealmente
independientes y span (u, v, v1,...,vx_2) N W = {0}, puesto que la codimensién de W es al menos
k. Pero para cualquier w € W tendriamos que @waurvavA-nvy_o $8 = 0 lo que contradice que
L: W — AR(V/W)* sea un isomorfismo.

Por tanto, sean W y W dos subespacios de V que satisfacen las hipétesis del teorema. Su-
pongamos que YW # W'; entonces, existe v € W tal que v ¢ W. Por los argumentos expuestos
arriba, deducimos que W N W' tiene dimensién al menos 1. Consideremos el subespacio Z =
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7(v) A Ag_1(V/W) de Ap(V/W), donde A,V es el espacio de r-vectores en V, y w: V — V/W
es la proyeccién candnica. Por supuesto, dim Z > 1, y tenemos que ¢(w)(z) = 0 para cualquier
w € WNW' y para cualquier z € Z. Por tanto se debe cumplir que w € ker ¢.

Tercer paso: Existe un subespacio k-lagrangiano V tal que V = W @ V. Obviamente, hay
subespacios k-isétropos U tales que U N W = {0}. Para probar esto ultimo, podriamos tomar un
vector v € V tal que u ¢ W. Es obvio que span (u) es k-is6tropo.

Supongamos que U @ W = V. Entonces W N ULF C kert y por tanto W N U* = {0}. Por
consiguiente, U = UF, y U es k-lagrangiano.

Supongamos ahora que U @ W # V, entonces U # U*; en efecto, si U = U* (esto es, si U
fuera k-lagrangiano) entonces habria un vector x € V tal que z ¢ U @ W, y entonces U @ span (z)
serfa k-is6tropo, contradiciendo la maximalidad de U. Por tanto, existe un vector v € U* tal que
v ¢ UUW, y tendriamos un subespacio k-isétropo U’ = U @ span (u) tal que U' N W = {0}. Si
U @& W # V, entonces podemos repetir el argumento, y finalmente llegariamos a un subespacio
k-is6tropo V' complementario a V. Usando el argumento anterior, concluimos que V es de hecho
k-lagrangiano.

Cuarto paso: Definimos una aplicacion lineal
¢+ W— AV

1

P(w) = —m(iwﬁ)\v

Un célculo directo muestra que ¢ es un isomorfismo. Ahora definimos
v o V—V x AFV*
P(v,w) = (v, $(w))

que es también un isomorfismo tal que ¥*Qy = Q. 1

Nota 2.1.10. Una aplicacién directa del teorema 2.1.9 muestra que existe una base (de Darboux)
{e1,...,en, far..a,} tal que {e;} es una base de V' y {fa,..a,} €s una base de W que satisfacen las
relaciones

. Uk *
Zfal...akQ =e, N Neg,

donde {ef, ..., e} } denota la base dual de {ey,...e,}. Por tanto, tenemos que
Q=" fr s Nem A Aeh, (2.1)
«
donde {f;l%} es la base dual de {fo,. .y}

Definicién 2.1.11. Un triple (V,Q, W) que satisface las propiedades del teorema 2.1.9 serd llamado
un espacio vectorial multisimpléctico de tipo (k + 1,0).

Teorema 2.1.12. Sea (V,Q) un espacio vectorial multisimpléctico y W C V un subespacio
1-isdtropo. Supongamos que € C V/W es un subespacio vectorial del espacio vectorial cociente
V/W. Denotemos por w:V — V/W la proyeccion candnica. Supongamos también que
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1. g paeenn, =0 sim(v;) € E, para cada i =1,...,r;
2. dimW = dim A¥(V/W)*, donde las formas horizontales lo son respecto al subespacio E;
3. dim(V/W) > k.

Entonces, existe un subespacio k-lagrangiano V' de V que es transversal a VW (esto es, VW = {0})
tal que (V,Q) es multisimplectomorfo al modelo (V{,, Q).

Demostracion. Definimos primero el isomorfismo
Lo W — AFvw)*

donde m es la k-forma inducida usando que W es isétropo y que €2 satisface la primera condicién
descrita arriba.

Después, se siguen los pasos de la demostracién del teorema 2.1.9. |
Nota 2.1.13. Una aplicacién directa del teorema 2.1.12 muestra que la forma multisimpléctica €2

puede escribirse como la forma multisimpléctica canénica 27, en Vy; eligiendo una base de Darboux
conveniente.

Definicién 2.1.14. Un triple (V,Q,W,E) que satisface las hipdtesis del teorema 2.1.12 serd lla-
mado un espacio vectorial multisimpléctico de tipo (k+ 1,7).

2.2. Variedades multisimplécticas

2.2.1. Definicion

Las definiciones anteriores se pueden extender naturalmente al contexto de variedades diferen-
ciables.

Definicién 2.2.1. [60, 16] Una forma multisimpléctica en una variedad (diferenciable real
de dimension finita) M es una k-forma cerrada, con 1 < k < dim M, que verifica la siguiente
condicion de mo degeneracion: para cada v € T, M

w2y =0 0v=0

Por lo tanto, Q) es una forma multisimpléctica en T, M para cada © € M.
Una variedad multisimpléctica de orden k es una variedad M equipada con una k-forma mul-
tisimpléctica.

Una forma multisimpléctica en M induce el siguiente morfismo de C*° (M )—mdbdulos

Qj: XI(M) — AT M

Uvr— 150
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Definicién 2.2.2. Un difeomorfismo ® entre dos variedades multisimplécticas (My, 1) y (M2, Q2)
se dice que es un multisimplectomorfismo cuando ®*Qy = ;.

Ejemplo 2.2.3. Dada una variedad n-dimensional M, el fibrado A*M de k-formas esté equipado
con la siguiente k-forma candnica @% definida por

(©%)a(X1,. .., Xp) = a(Tve(Xo), ..., Tvp(X,))

donde vy, : A*M — M es la proyeccién canénica 'y X1, ..., Xy € ToA*M. Esta forma se denomina
la forma de Liouville, y tiene expresién local

Ok = piy. i dq™ A ... Ndg™

en coordenadas adaptadas {qi,pl-lmik} en AFM.

También definimos la forma multisimpléctica canénica en A¥M por
k k
QM = —d@M
con expresion en coordenadas locales
Qk, = —dpiy i, Ndg™ AL A dgE

Un breve cédlculo muestra que esta forma es, de hecho, multisimpléctica. En una seccién poste-
rior, introduciremos el concepto andlogo a las coordenadas de Darboux para ciertas variedades
multisimplécticas, para las cuales el modelo es precisamente el dado en este ejemplo.

Supongamos ahora que M es una variedad que fibra sobre otra variedad N, es decir, supongamos
que 7 : M — N es una fibracién. Consideremos el fibrado A¥M de k-formas en M tales que son
r-horizontales respecto a la fibracion # : M — N, esto es, aquellas k-formas v en M tales que
IxXAnX, Y = 0 cuando Xy, ..., X, son w-verticales. El espacio A’,fM es una subvariedad de AFM ,
y por tanto, tenemos la restriccion (©7)% de @’fw a A¥M. Un célculo simple muestra que el par
(ARM, (Q)k = —d(©11)F) es también una variedad multisimpléctica. Por supuesto, tenemos que
(Qlf\l)‘/\]ﬁM = ()%, La proyeccién canénica se denotara por pf : AFM — M

Inspirados por la nocién de variedad simpléctica especial introducida por Tulczyjew, podemos
dar la siguiente definicion.

Definicién 2.2.4. Una variedad multisimpléctica especial (P,Q) es una variedad multisim-
pléctica que es multisimplectomorfa a un fibrado de formas como ha sido definido en el ejemplo an-
terior. Mds precisamente, Q = —dO, y existe un difeomorfismo o : P — A*M (o o : P — AFM)
para alguna variedad M, y una fibracion m : P — M tal que poa = 7 (resp. proa = m) y
O = a*Ok, (resp. © = a*(On)F).

Definicién 2.2.5. Una subvariedad N de una variedad multisimpléctica (M, Q) se dice l-isétropa
(resp. l-coisdtropa, l-lagrangiana, multisimpléctica) cuando T, N es un subespacio l-isotrépo
(resp. l-coisdtropo, l-lagrangiano, multisimpléctico) de (TyM,Qy), para cada x € N.

Siguen a continuacién dos resultados interesantes relativos a subvariedades lagrangianas.
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Proposicién 2.2.6. Un subespacio W es l-lagrangiano si y sélo si es mazimalmente l-isotropo.

Demostracién. Si W C V es [-lagrangiano, entonces es isétropo. Si W C W’ con W' isétropo,
entonces tenemos
%% C W/ - W/J_,l C WJ_,Z =W
yasi W=W".
Reciprocamente, supongamos que W es maximalmente isétropo, y que W C Wt Tomemos

v € WHt — W, y consideremos W/ = W @& (v). Tenemos que W C W', y W’ es isétropo (porque
v € W), lo que contradice nuestra suposicién. |

Proposicién 2.2.7. En (A*M,Qk ) tenemos

1. Las fibras de p : A¥M — M (y de p, : AEM — M) son 1-isdtropas.

2. La imagen de una k-forma v en M (resp. una k-forma r-horizontal) es k-lagrangiana si y
solo si vy es cerrada.

Demostracion. Se deduce de la proposicién 2.1.7. |

Si v es una k-forma (r-horizontal) cerrada en M, entonces (—d(0x)¥) = 0 (como sucede

[T~y

para cualquier otra subvariedad lagrangiana general) lo cual implica que ((©/)F) es localmente

Tmy
exacta, es decir,

((@M)l;)\lmy = db,

y 0 se llama una k-forma generatriz. Nétese también que M es difeomorfa a Im~y, por lo que 6
puede considerarse una (k — 1)-forma en M.

2.2.2. Campos y formas hamiltonianos

A lo largo de esta seccién, (M,) serd una variedad multisimpléctica de orden k + 1. Los
conceptos mostrados en esta seccién han sido ampliamente estudiados en [141], [58] y [16], a los
que se refiere para una lectura mas en profundidad de los conceptos introducidos en esta seccién.

Definicién 2.2.8. Un campo de vectores X € X(M) se dird que es
(i) hamiltoniano si hay una (k — 1)-forma o (llamada forma hamiltoniana) tal que

tx ) = da

(i) localmente hamiltoniano si £xQ =0

La no degeneracién de ) garantiza que para una forma « dada, si hay un campo de vectores
hamiltoniano asociado, entonces es Uinico, y se denotard por X,.

Denotamos por

HEL(M) = {a € A¥"Y(M)|do = 1xQ para algin X € X(M)}
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Definicién 2.2.9. En H*=1(M) podemos definir el siguiente corchete de Poisson:

{o, B} = tx4ux,Q

Atdn més, tenemos que

Proposicién 2.2.10. Sia, 3 € HE=Y(M) , entonces {a, B} es una (k— 1)-forma hamiltoniana con
campo hamiltoniano asociado [Xq, Xg]. En otras palabras,

X{a,py = —[Xa, Xg]

Demostracion.
L[XQ,XB]Q = £XQLXBQ — LxﬁfxaQ
= £Xadﬂ — LX@dLXaQ — LXBLXadQ
=duvx,dp — Lxﬁdda
= dLXa LXgﬁ
= —d{a, 5}
y por unicidad, obtenemos el resultado deseado. |

Por tanto, el conjunto de campos de vectores hamiltonianos es un subdlgebra de Lie del &lgebra
de campos de vectores de M con el corchete de Lie.

Dado un campo de vectores hamiltoniano, su forma hamiltoniana puede determinarse salvo por
una (k — 1)-forma cerrada. Si denotamos por Z¥~1(M) el conjunto de (k — 1)-formas cerradas, y
por HF=1 (M) = HF=1(M)/ZF~1(M), entonces podemos inducir ahi un corchete bien definido.

De forma similar, podemos definir formas hamiltonianas de grado inferior, utilizando los lla-
mados multicampos de vectores hamiltonianos, y relacionar el corchete de Poisson con el corchete
de Schouten-Nijenhuis de multivectores. Estas formas hamiltonianas definen un dlgebra graduada
respecto a un cierto corchete. Todos los detalles se encuentran en [17].

2.2.3. Coordenadas de Darboux

En esta seccién, encontraremos condiciones necesarias y suficientes para que una variedad multi-
simpléctica sea multisimplectomorfa a los modelos descritos en el ejemplo 2.2.3. Como consecuencia,
seremos capaces de encontrar coordenadas de Darboux para estas variedades. Los resultados de esta
seccién han sido desarrollados como parte de nuestro trabajo en [116], aunque algunos resultados
estaban probados en [131, 132].

La seccién tiene dos partes, donde la primera parte se dedica a encontrar coordenadas de
Darboux para variedades multisimplécticas de tipo (k+1,0), y la segunda parte se dedica a extender
el resultado para variedades multisimplécticas generales de tipo (k + 1,r) (estos tipos se definen al
principio de cada parte).
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Definicién 2.2.11. Un triple (P,Q, W), donde W es una distribucion 1-isétropa involutiva en una
variedad multisimpléctica (P, Q) tal que el triple (TpP,Qy, W(x)) es un espacio vectorial multisim-
pléctico del tipo (k + 1,0) para cada x € P, serd llamado una variedad multisimpléctica del
tipo (k +1,0).

En adelante, (P,Q, W) serd una variedad multisimpléctica de tipo (k + 1,0). Ademads, la dis-
tribucién W y el fibrado vectorial correspondiente my : VW — P sobre P se denotaran con la misma
letra.

Teorema 2.2.12. [131] Sea L una subvariedad k-lagrangiana tal que TL N W, = {0}. Entonces,
existe un entorno tubular U de L en P, una variedad N y un difeomorfismo ® : U — V = ®(U) C
AFN en un entorno abierto V de la seccion cero en AL tal que ® : L — N es una inmersion y
@*((Q%)W) = Q, donde Ok es la (k + 1)-forma multisimpléctica candnica en A*N.

Demostracion. Es una consecuencia directa de los lemas 2.2.14 y 2.2.15 siguientes. |

Antes, recordemos el lema relativo de Poincaré, que serd ttil en lo que sigue.

Lema 2.2.13. (Lema relativo de Poincaré) Sea N una subvariedad de una variedad dife-
renciable M, y sea U un entorno tubular de N con aplicacion fibrada g : U — N. Ndétese que
mo : U — N es un fibrado vectorial. Denotemos por A el campo de vectores dilatacion de este
fibrado vectorial, y sea @ la multiplicacion por t. Si definimos un operador integral sobre formas
en U como sigue

1
1(9), = /0 ia, 9l dt

donde Ay = %A, yp € U, entonces tenemos
I(dS2) +d(I2) = Q — m5(Qn)

donde Q| es la forma en N obtenida al restringir 0 punto a punto a TN (obsérvese que U puede
tomarse como un fibrado normal a TN en M ).

A continuacién, probamos el siguiente resultado.

Lema 2.2.14. Sea L una subvariedad k-lagrangiana de P complementaria a W (esto es, TL &
Wiz = TP|z). Entonces existe un entorno tubular U de L y un difeomorfismo ® : U — V C AL
donde V' es un entorno de la seccion cero, tal que @ . es la identificacion estdndar de L con la
seccion cero de A*L, y

& (2)) = Qo

Prueba del lema 2.2.14.
En primer lugar, definimos un morfismo de fibrados vectoriales sobre la identidad de £ por

1

i,
k1!

P(w) =
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o p

L

Figura 2.1: El homomorfismo ¢

Obviamente ¢ es inyectiva, y por suposiciones de dimensionalidad, deducimos que ¢ es de hecho
un isomorfismo de fibrados vectoriales (ver el diagrama 2.1).

Como TP, =TL & W\, entonces ¢ induce un difeomorfismo de un entorno tubular definido
por W a un entorno de £ en A¥L (como es usual, entendiendo como identificados £ con la seccién
cero). Denotaremos la restriccién de ¢ a este entorno tubular por f. Nétese que la restriccién de
f a L es la identidad, asi que T'f es también la identidad en T'L; por otro lado, T'f restringido a
W coincide con ¢ porque es lineal fibra a fibra. Usando las identificaciones TP, = TL S W, y
TAkCM = TL @ A*L, obtenemos

FU (v, w1), - (U, wieg1)) = (01, (w1), -+, (V1 (wer))
k41
= Z(_l)z gb(wi)(vl,---,'[)i,---,Uk;-i-l)
=1
k1
= mQ Viyeoo , W ’Uk+1)
= Q((Ul,wl), ooy (g1, W)

lo que implica que f*Q’Z =Qen L.

A continuacion, usamos f para transportar la forma 2 y obtener una k + 1-forma €2 en un
entorno de £ en A*£. Usando el lema 2.2.13 deducimos que ; = dO1, donde ©; = I(). Recordar
que QF = —dOk, v

(OF)1z = (©1);c =0 (2.2)
por definiciéon de I. Sea ahora
Q=08 +t(Q, —QF), telo1].
Puesto que
()1 = ()1 = ())e
es no singular, y ésta es una “condicién abierta”, podemos encontrar un entorno de £ en A¥L en
el que todas las € son no singulares para todo t € [0, 1]. Ademés, Wy = ker{Tp : TA*L — TL}

es l-isétropa para toda €, de forma que (A*L,Qy, W,) es una variedad multisimpléctica de tipo
(k+1,0), para todo t. Nétese que Q1 — QK = d(0; + Ok).

De (2.2) deducimos que hay un tnico campo de vectores X; dependiente del tiempo que toma
valores en W, (en otras palabras, p-vertical) tal que

ix, % = -0k + 0.
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Como el campo de vectores X; se anula en £, podemos encontrar un entorno de £ en A*L tal que
el flujo p; de X esta definido al menos para todo ¢t < 1. Por tanto, tenemos que

@(‘PtQt) = Spt(LXtQt)—i_sOt(ditt)
= ¢} (dix, %) + ©} (1 — Q)
= ¢j(—d(©1 — OF) + 0, — QF) =0.

Y asi obtenemos

Pi = 5% = QF.
Pero (X¢); = 0 implica que (p¢)|z = id|z, y por tanto deducimos que ¢ o f da el deseado
difeomorfismo local. |

Lema 2.2.15. Sea L' una subvariedad k-isdtropa de P que es transversal a W (esto es, T[,’OWW =
{0} ). Entonces hay una subvariedad k-lagrangiana L de P que es complementaria a VW y contiene

al.

Demostracion del lema 2.2.15.

Como L' es transversal a W podemos elegir una subvariedad £” de U’ tal que £ es un retracto
por deformacién de £”, y L” es complementaria a WW. Como en el teorema anterior, puesto que
TP r = TL"©W,pr, entonces W induce un entorno tubular de £” de la manera usual: my : U" —
L.

Ahora aplicamos el lema relativo de Poincaré a la forma € restringida a este entorno tubular.
Por tanto, hay una k-forma p en U’ tal que

d = Q — 71 ()
(en efecto, p = I(2)).
Podemos ahora repetir la construccion efectuada en la demostracion del lema 2.2.14 para la
k + 1-forma du. De hecho, la aplicacién ¢ : W — A¥L” definida por ¢ (u) = b (i dp) es

Y
un isomorfismo de espacios fibrados vectoriales, e induce un difeomorfismo local g : U” ¢ U' —

g(U") € A*L"; g restringido a L£" es la identidad, y 1 en las fibras. De nuevo podemos demostrar
que

g QU = dp
puesto que (d,u)‘ rn = 0. Procediendo como en la demostraciéon del lema 2.2.14 podemos encontrar
un difeomorfismo local ¥ desde un entorno tubular V' de £” en un entorno de la seccién cero de
AFL" que lleva £ en la seccién cero, y tal que

\IJ*QIZ// — Q
en V.

Entonces, si j : L' — L£” es la inclusién natural, sabemos que j induce un isomorfismo en
cohomologfa. Por tanto, j*(Qzv) = Q2 = 0 implica que [ 2#]pr = 0, y deducimos que Q. = dv,
para alguna k-forma v en £”. Un cdlculo directo muestra que

L=U"1o(-v)(L"
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es una subvariedad k-lagrangiana de (P,(2), y ademés TP =TL & W. |

Corolario 2.2.16. Una variedad multisimpléctica (P,Q, W) de tipo (k+1,0) es localmente multi-
simplectomorfa a una variedad multisimpléctica canénica A*M para alguna variedad M. Por tanto,
existen coordenadas de Darbouz alrededor de cada punto de P.

Demostracion. Sélo tenemos que elegir un punto en el lema 2.2.15, y entonces aplicar el teorema
2.2.12. 1

Definicién 2.2.17. Sea (P,2) una variedad multisimpléctica de orden k + 1. Supongamos que W
es una foliacion 1-isdtropa de (P,2), y € es una “distribucion generalizada” de P en el sentido de
que E(x) C T, P/W(x) es un subespacio vectorial para cada x € P. Supongamos que el cuddruple
(TP, Qe W(x),E(x)) es un espacio vectorial multisimpléctico del tipo (k+ 1,7), para cada x € P.
Un cuddruple (P,Q,W, E) que satisfaga estas condiciones se llamard una variedad multisimpléctica
del tipo (k+1,r).

Para el resto de la seccién, (P,Q, W, E) serd una variedad multisimpléctica del tipo (k + 1, 7).

Teorema 2.2.18. Sea L una subvariedad k-lagrangiana tal que TLNW, = {0}. Entonces existe un
entorno tubular U de L en P, una variedad N, y un difeomorfismo ® : U — V = ®(U) C A*N
en un entorno abierto V de la seccion cero en A*N tal que ® : L — N es una inmersion, y
@*(((QN)f)W) = Quy, where (Qn)F es la (k + 1)-forma multisimpléctica candnica en AEN.

Demostracion. La prueba es una consecuencia de los dos siguientes lemas, que se prueban de
forma similar a los lemas 2.2.14 y 2.2.15.

Lema 2.2.19. Sea £ una subvariedad k-lagrangiana de P que es complementaria a VW. Entonces
existe un entorno tubular U de L y un difeomorfismo W : U — V C AFL, donde V' es un entorno
de la seccion cero, tal que V|, es la identificacion estdndar de L con la seccion cero de ARL, y

T (Q)5)v) = Q.

Lema 2.2.20. Sea L una subvariedad k-isétropa de P que es transversal a VW. Entonces, existe
una subvariedad k-lagrangiana £ de P que es complementaria a VW y contiene a L'.

Corolario 2.2.21. Una variedad multisimpléctica (P,Q,W,E) de tipo (k + 1,r) es localmente
multisimplectomorfa a una variedad multisimpléctica canénica A¥M para alguna fibracion M —
N. Por lo tanto, existen coordenadas de Darboux en torno a cada punto de P.

Demostracion. Sélo tenemos que elegir un punto en el lema 2.2.20, y entonces aplicar el teorema
2.2.18. |
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2.3. Variedades de jets

El concepto de variedades de jets de primer orden generaliza la nocién de vector tangente.
Mientras una curva en una variedad () se interpreta como una aplicacion de un cierto intervalo [
de la recta real en @), o una seccién del fibrado I x  — I usando la primera proyeccién, y los
vectores tangentes son clases de equivalencia de tales curvas, los jets de primer orden son clases de
equivalencia de secciones de un fibrado arbitrario Y — X.

Por lo tanto, en toda esta seccién consideraremos un fibrado fijo 7 = wxy : ¥ — X, donde X
es una variedad (n+1)-dimensional (posiblemente con borde 0X), e Y serd una variedad (n+1+m)-
dimensional (con borde Y := 7~1(9X)). El conjunto de secciones de esta fibracién se denotara por
['(7), y las secciones de I'(w) alrededor de un punto x € X se denotardn por I';(m). También
supondremos que X estd orientada y tiene una forma de volumen fija 7.

Podemos tomar coordenadas locales fibradas (z#) en X y (z#,9%) en Y de tal forma que la
expresién local de 7 viene dada por 7(z#,y) = (z*). También supondremos que 7 puede expresarse
como 1 = d"tlz = dz" A...Adx™. Los indices varian en los rangos 0 < p1,v,... <nand 1 < 4,7, ... <
m.

Utilizaremos también la siguiente notacién:
1 —1 1
dnCE“ = /,a/axudnJr x, d" Tyy = La/amuba/amudnJr Z,

y asi sucesivamente.

2.3.1. Definicién y notaciones

Definicion 2.3.1. La variedad de jets de orden k para la fibracion m se define como el conjunto
de clases de equivalencia alrededor de puntos de X que tienen en su expresion en coordenadas el
mismo desarrollo de Taylor hasta orden k. Six € X y ¢ : X — Y es una seccion de w definida
en un entorno de x, entonces, tal clase de equivalencia se denota por jlgjdx Por tanto,

JEn = {jFplz € X, ¢ € T(7)}

A dicho conjunto se le equipa de forma sencilla con una estructura de variedad diferenciable
con las cartas siguientes:

2 (jhg) = 2t (x)
y'(jEe) = v (8(2)) = ¢'(x)

A 9o
2 () = 22

oxH

xT

i ) = —————
S (J$¢) Ozt L. Qe

T



2.3 Variedades de jets 41

La dimensién se obtiene calculando las diversas derivadas parciales. Asi, dim J'm = (n + 1) +
n+2

m, etcétera.
2

m+ (n+ 1)m, dimJ27r:(n+1)+m+(n+1)m+<

Para una seccién ¢, la prolongacién k-jet de ¢ se define como j¥¢ : X — J¥¢ por j*¢(x) = jEe.

En lo que sigue, centraremos nuestra atencién en la variedad de jets de primer orden, que
denotaremos por Z = J'w. Las proyecciones naturales se denotardn por myz : Z — Y y 7xz :
Z — X (ver figura 2.2).

Z = J'rxy (zt, 4", 2,)

,,/”/ jlo (z*,y") /
dimX =n+1

dmY =n+1+m
d1mZ-n—|—1+m+(n+1)

Figura 2.2: La variedad de jets de primer orden

Si X tiene borde 0X, entonces Z es una variedad con borde 97 := 7y (9X). El mismo simbolo
1 se utilizard para denotar la forma de volumen en X, o su pullback a'Y o Z.

Observar que si ¢ € I'(w), entonces T'¢ sélo depende de su primera derivada, y por tanto,
Tp¢p = Tp¢' siy sélosijlo = jle

Como es habitual, se pueden definir los conceptos de verticalidad mediante los siguientes su-

bespacios y subfibrados:
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y de horizontalidad local en la imagen de una seccién dada ¢ € I'(m),

Hyryz = Tpp(T, X)
Hryz = | Ted(TeX) = | Howmvz

zeX rzeX

Noétese que H,my 7z es el conjunto de prolongaciones holonémicas de vectores tangentes de T, X
por ¢.

Cada campo de vectores a lo largo de ¢ puede descomponerse en una parte en V7 y una parte
en Hryz, y aquéllos que tienen sélo parte en Hmyz se llaman derivadas totales. Localmente,
estan generados como C*°(Z)-mdédulos por las formas

d 0

; 0
doit — ozr T Pray

llamadas habitualmente derivadas totales coordenadas (ver [149] para més detalles). La defini-
cién puede extenderse a grados superiores, obteniendo asi

d 0 ;0
- +Z

;, 0
dzi ~ dxt 8yi+ e

2,
ny
0z,

Hay otras formas alternativas (y equivalentes) de definir la variedad de jets de primer orden,
como considerar el fibrado afin sobre Y cuya fibra sobre y € 77 1(x) consiste en secciones lineales
de T xy, modelada sobre el fibrado vectorial en Y cuya fibra sobre y € 77! (x) es el espacio de las
aplicaciones lineales de T3, X a V,7; en otras palabras, Z es un fibrado afin sobre ¥ modelado en el
fibrado vectorial 7*T*X ®y Vm (ver [64, 149]).

En [149] y [29], los autores utilizan este modelo para definir otro objeto geométrico de interés
asociado a cada forma de volumen, que es el endomorfismo vertical, que en este contexto no es
puramente un endomorfismo, aunque extendera de forma natural el bien conocido concepto para
la mecénica (ver también capitulo 1 y [148]).

Lo que sigue es una forma alternativa de definirlo. En primer lugar, construimos el isomorfismo
elevaciéon vertical
v:mT*X Qy Vi — Vrygz

como sigue: dada f € (7*1T"X ®y Vm)|;1,, consideramos la curva vy : R — Ty (Tyz(jie)) dada
por

(1) =jad +t f
para cada t € R. Ahora definamos

d
vV— t —
f dtw( )t=0

como la elevacién vertical de f a Z en jle.

Si (z#,y') son coordenadas fibradas en Y y f = f,dz"|, ® 8y1' , entonces
#(z)

.0
f’U_ (2

® azz

iz



2.3 Variedades de jets 43

Sea z un punto en X y ¢ € I';(m). Si Vp, ..., V, son n+ 1 vectores tangentes a J17 en el punto
jz® € Z, entonces tenemos que Tj1,myz(Vy) — T o Tjaymxz(Vi) € (V)g(a) (ésta es la derivada
vertical de un campo de vectores en Z). A partir de la forma de volumen 7, construimos también
una familia de 1-formas n; como sigue:

—

_ +1—
77#(37) = (=" “LTJ,%NXZ(VO) LTJ,%MXZ(VM) LTj%¢wXZ(Vn) n(z),
donde el acento circunflejo sobre un factor significa que el factor se omite.

Finalmente, definimos el endomorfismo vertical S;, como sigue:

(Sizo(Vor Vi) = 3 (@) @ (Tyemy2(Vi) = Tt o Tyngmxz(V))
n=0

Si tomaramos una forma de volumen diferente F'n, donde F' es una funciéon en X que no se anula,
entonces (F'n), = Fn,, de donde también obtenemos S, = F'S,,.

El endomorfismo vertical se escribe en coordenadas locales como sigue:

Sp=(dy" — z,dz") N d x”®ﬁ

v

2.3.2. Formas de contacto. Prolongacion jet de campos de vectores

Las formas de contacto son un tipo especial de formas que se utilizan para distinguir secciones
de mxz que son prolongaciones 1-jet de secciones de m, esto es, las secciones holénomas.

Definicién 2.3.2. Una I-forma 6 € AY(Z) se dice que es una 1-forma de contacto (o en breve,
una forma de contacto) cuando

(j'¢)0=0
para cada seccion ¢ de .

Si (z#,9’, 2,,) es un sistema de coordenadas locales en Z, entonces las formas de contacto estdn

localmente generadas por la familia de 1-formas
0" = dy’ — zL daxt

En efecto, si A = A, dx" + Bydy* + ct dsz fuese la expresion local de una forma de contacto,
entonces (j'¢)*\ = 0 se expresarfa como

0
ozt

2 10
oy er st

U Dzhozr 0

(7'0)" A+ (5'¢)" Bs
para todas las secciones ¢ € I'(m). Como j'¢ se expresa sélo en términos de las primeras derivadas,
de la expresién anterior deducimos que C¥' =0y 4, = —Bizz, o en otras palabras, A\ = B;#".

Denotaremos por C el ideal algebraico y por Z(C) el ideal diferencial generados respectivamente
por las formas de contacto, en otras palabras, Z(C) es el ideal del dlgebra exterior generado por las
formas de contacto y sus diferenciales.
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La distribucién determinada por la anulaciéon de las formas de contacto en Z se llama la dis-
tribucion de Cartan, y juega un papel fundamental, puesto que es la estructura geométrica que
diferencia las secciones holénomas (aquéllas que son prolongacién de secciones de mxy) de sec-
ciones arbitrarias de wxz. De hecho, se puede probar facilmente, a partir de la expresién anterior
en coordenadas, que

Proposicién 2.3.3. Dada o € T'(wxz), si 0*0 = 0 para cada 0 € C, entonces o es holdnoma, esto
es, 0 = j'¢ para cierta ¢ € I'(r).

Demostracion. Si o se expresa localmente como o(x) = (z,0'(z), aZ(az)), entonces

0o — oi] dz

__xni __ i 1 no_
0=0"0"=do aud:ﬁ _[8$“ "

y por tanto O'L = 00’ /dxH, para todo i € {1,2,...,m}. 1
Las formas de contacto pueden también definirse para orden superior, y ser utilizadas para

distinguir secciones holénomas de no holénomas. Ver [13, 87, 136] para mas detalles.

La distribucién de Cartan puede también ser utilizada para inducir campos de vectores en Z a
partir de campos de vectores de una forma natural, que se denomina su prolongacién 1-jet.

Proposicién 2.3.4. Para cada campo de vectores X en Z, las siguientes dos condiciones son
equivalentes:

(i) Para cada campo de vectores Y que recorre la distribucion de Cartan, £xY pertenece a la
distribucion de Cartan; equivalentemente, X preserva la distribucion de Cartan

(i) X preserva C, o equivalentemente, para cada 6 € C, £x0 € C.
Si cualesquiera de las dos anteriores es cierta, entonces X preserva Z(C), o equivalentemente,

para cada o € I(C), £ya € I(C).

Demostracion. Para todo Y en la distribucién de Cartan, y toda 6 € C, §(Y) = 0 y tenemos
que
(£x0)(Y) = £x(0(Y)) — 0(£xY) = —0(LxY)
por tanto, (i) y (i) son equivalentes.

Finalmente, £ xdf = d.£ x0 proporciona la compatibilidad respecto a la diferencial exterior, de
donde obtenemos la preservacion del ideal diferencial Z(C). |

Definicién 2.3.5. Dado un campo de vectores & € X(Y'), entonces su prolongacion 1-jet se
define como el dnico campo de vectores 58) € X(Z) proyectable sobre & por wy z, y que preserva
la distribucion de Cartan (equivalentemente, £€(1>6 € C para cada forma de contacto 0).

Y

Si &y se expresa localmente como

0 -0
Y 7
entonces la prolongacion 1-jet de & adquiere la forma siguiente:
(1) _ ui ; 0 d§§/_ i A&y 0
gY - €Y ot + §Y ayl + <d$u 2y drh 8ZL (23)
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Supongamos que la expresion local de &y 1) os
0 0
&) = 8 g+ 8 g g (24)

Para ver que (2.4) tiene la forma (2.3), tomemos i € {1,2,...,m}, e impongamos la segunda
condicién £ g(l)ei € C. Como obtenemos
Y

23 3!
£§(1)(dy) o id T+ a?d Yy

i % 5Y agY
££§/1)(Zudl‘“) §Yd:n“—|—z(a Vd +83dj)
entonces
i 8£Y j “w 85}/ 8§Y
£t =22 8d &y dz z(ad +8y7 v
_ 85}/ 851/ 85%/ i ia élf v
- (8:1/'] Z/j, ayj )dy (_axl, + gl/Y + ,U,axy )dl’
Y por tanto,
0gy o5y ;08 08
OV +§VY+ Ma v _ZV(ayj Zuayj)

y obtenemos

;o dg L dgy
wY = v dzH’

La prolongacién jet de campos de vectores tiene también la siguiente interesante propiedad:

Proposicion 2.3.6. Si &y es un campo de vectores en'Y tangente a una subvariedad en'Y definida
por FF' =0 (para F € C*(Y)), entonces fg) es tangente a las subvariedades de J'm definidas por
Formyz=0,yG,=4L =0.

Demostracion. En esta prueba, usaremos la misma letra F' para denotar a F' o F'om cuando las
expresiones sean escritas en Z. Usaremos coordenadas locales y denotaremos

o 9
3% 255/% +§Yayi

dF  OF  ,OF
= — 428 —.
dzk — ogr e oyt

Gu =

Por hipédtesis,
v 7
— + - = 0.
3% T &y Dy

Podemos calcular la derivada total de la expresién anterior, y evaluarla en la variedad definida por
F =0y G, =0en Zy obtenemos

_ d&y OF L d OF +d£§/8F e d OF
 dat Oz Y dgh da:“ oxr¥  dx* Oyt Y dgh Oy

_d&y OF L G, n d&i OF Lel oG,

 daxt Oxv Y aa;” dzt Oyt Y oy
dgy OF ,0G,  dg OF 3G,
“”3Z+§Y8x”+dx“81 &y
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donde la tltima igualdad la hemos evaluado en G, = 0. Ahora bien obsérvese que 25 = 8Gf‘, por
m oy 0z%
tanto, la ultima expresién se convierte precisamente en 53(,1 ) (Gu) =0. |

Corolario 2.3.7. Si &y es un campo de vectores en Y tangente a la imagen de cierta ¢ € T'(r)
entonces {i(/l) es tangente a la imagen de j'¢.

Es una consecuencia directa de la proposicion anterior, utilizando la funcién F descrita local-
i

mente por F = ¢'(x) — y'.

La prolongacién 1-jet de campos de vectores es un homomorfismo de algebras de Lie, como
podemos ver en

Proposicién 2.3.8. Para cada &, € X(Y),

€, ] = [¢®, ¢

Demostracion. [€1),¢M)] proyecta obviamente sobre [£,(], y si a es una forma de contacto,
entonces

Lrew cone=Lewy Lema — Lo Lewya

lo cual es obviamente un elemento de C. |

Si &y es proyectable sobre un campo de vectores {x € X(X), hay una forma natural y alternativa

de definir su prolongacién 1-jet, que se usara més adelante. Si &y proyecta sobre £, con flujos @)
y @ respectivamente, entonces ®7 : Z — Z definida por ®7 (j1(¢)) = jix(x)(qﬁ/ o¢po (®X)™1)
t

es el flujo de la prolongacion 1-jet de & (ver [149] para més detalles).

Lema 2.3.9. Para cada campo de vectores &y € X(Y') que sea wxy -proyectable, y cualquier forma
a € N\ Z, y cualquier seccion ¢ : X — 'Y de 7w, tenemos

d

T leool0 (@7 000 (@) ) a= (710 £ 0

donde ®) y ®F son los flujos inducidos por &y y su proyeccion a X, respectivamente.

Para una prueba de este lema, ver [149], p. 129; la prueba del lema 4.4.5 de la referencia puede
generalizarse para demostrar este lema.

2.3.3. Conexiones de Ehresmann y multivectores

Recordemos que, para una fibracién « : £ — M dada, una conexion en el sentido de
Ehresmann es una distribucién complementaria al fibrado vertical. En otras palabras, es una
distribuciéon ‘H en E tal que tenemos la siguiente suma de Withney de fibrados vectoriales:

TE=Ho®Vnr

La conexién se dice llana cuando la distribuciéon horizontal es integrable, y en tal caso, el teorema
de Frobenius garantiza la existencia de secciones locales horizontales en cada punto de F.
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Recordemos también que dada una seccion ¢ : M — FE| para cada punto x € M tenemos que
T ¢(T:M) es un subespacio horizontal de Ty, E, por lo que los subespacios horizontales pueden
ser considerados como las aproximaciones infinitesimales a las secciones, de la misma forma que los
vectores tangentes son aproximaciones lineales a trayectorias. Si tenemos que T, ¢(T: M) = Hey(y)
entonces decimos que o es una seccién integral local de la conexién en ¢(z).

Relacionamos ahora los espacios horizontales con multicampos. Un multicampo Y € 3€k(E) se
dice que es localmente descomponible si para cada p € E, existe un entorno abierto U, de p, e
Yi,...,. Y, € X(Up) tal que Y =Y1 A ... A Y} en U).

Decimos que una distribucién D de rango k en E estd localmente asociada a un k-multicampo
de vectores Y que no se anula en E si existe un subconjunto abierto conexo U de E tal que Y|y es
una seccién de A" D|y. Dos de tales multicampos Y e Y se dirdn equivalentes si existe una funcién
f e C>®U) tal que Y = fY. En [39, 40, 41], se prueba que hay una correspondencia biunivoca
entre clases de equivalencia de k-multicampos localmente descomponibles que no se anulan, y
distribuciones k-dimensionales y orientables en T'E.

En secciones posteriores, examinaremos la relacién entre multivectores, conexiones de Ehres-
mann de la fibracién wx 7 : Z — X, y soluciones a las ecuaciones de campos.

Consideremos una conexion de Ehresmann en mxz : Z — X con proyector horizontal h, que
en coordenadas locales adaptadas se escribe

(aai“) = % + Fitaayi + rjwai
h(agi) =0
(Ozlz) =0
Una seccién horizontal local o € I'(mxz) verifica
h(s0)=To(- ) (2.5)
do’ ;. 0dl,

que es lo mismo que decir I'}, = y = .
o Qxm B O

Podemos ahora introducir el concepto de campo de jets de primer orden, que es una secciéon
v : Z — Jlnxz delaproyeccién Jinxz — Z. Unaseccién o € I'(mx z) se dice que es una seccién
integral local de 7 cuando jlo = 7 o 0, que se expresa localmente como sigue, si v(z*, 1", zz) =

S o . o . dot oo’
7 |14
(z#, ", 2, T} (2, zL),FfIC(x“,yZ, z,)), entonces obtenemos I}, = o Y Yo = 50

No estd garantizada la existencia de secciones integrales locales para un campo de jets dado,

)

ni siquiera localmente. Si hay secciones integrales, el campo de jets se dice que es integrable. Dos
secciones 7x z son secciones integrales de la misma conexién en o(z) si y sélo si ambas son tangentes
entre si en tal punto. De forma no sorprendente pues, existe una biyecciéon entre conexiones de
X — Z y campos de jets de primer orden, y si ¢ es una seccion integral local de un campo de
jets, la relacion entre ellos viene dada por

H, =To, (T, X)
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Una conexién se dice que es llana cuando tiene una seccién horizontal global. Asi, de las expresiones
anteriores obtenemos que una conexién es llana si y sélo si su campo de jets asociado es integrable.

Distinguimos las conexiones cuyas secciones integrales son prolongaciones jet de secciones de T,
las llamadas conexiones semiholonémicas.

Para empezar, notar que hay dos subvariedades muy especiales de J'mxz que describimos
debajo.

En primer lugar, J?m puede embeberse canénicamente en J'myxz. Si elegimos coordenadas

(x“,yi,zi,yfu,zi;y) en J'myxz, entonces el embebimiento viene dado localmente por
. ;

%
Wzt y', 2,

Y Zh) = (@4 205 Y Uy 24,)- De hecho,
W JPm) = {jz0 € J'mxz | o = jl(myz 00)} = {j;(i'¢) | 6 € T(m)}
En la préctica, identificaremos J?7 con su imagen, y la consideraremos una subvariedad de J'mx .

En segundo lugar, definimos
JA(m) = {jso € J'nxz | o(x) = ja(nyz 0 0)}
Definicién 2.3.10. Decimos que una conezion es semiholénoma (resp. holénoma) cuando su
campo de jet asociado toma valores en J?m (resp. J?m).
Tenemos la siguiente caracterizacion:

Proposicién 2.3.11. Una conexion en wxz : Z — X, con proyector horizontal h es semiholdno-
ma si y solo si
Sy(h,...,h)=0

lo que significa en coordenadas que Fft = zft (ver [100] para mds detalles).

Finalmente, unas palabras sobre conexiones definidas en subvariedades. En el caso general,

supongamos que w : E — M es una fibracién, y P C FE es una subvariedad, embebida via
i1: P— F.

Definicién 2.3.12. Una seccién h de la fibracion |, p Lin(T,E,T,P) — P que verifica

zeP

h? = h,, kerh, = (V7).

z

para todo z € P serd llamada una conexion en P. La conexion se dird llana cuando la distribucion
Imh en P sea completamente integrable.

Tenemos los siguientes resultados (ver por ejemplo [35])

Proposiciéon 2.3.13. Sea h una conexion en P. Entonces:
1. 7w(P) es un abierto de M, y w|p : P — w(P) es una fibracion.
2. JY(mwoi) es una subvariedad de J'x.
3. La conexion h define un campo de jets de primer orden & en la fibracion woi: P — w(P).

4. La conexion h es llana si y sélo si & es integrable.
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2.3.4. Espacio de jets dual, forma de Liouville y forma multisimpléctica

Cuando introdujimos el fibrado de jets de primer orden, listamos brevemente los distintos en-
foques al concepto de fibrado de jets, siendo uno de ellos una cierta estructura afin sobre Y.

El fibrado dual afin del fibrado de jets se llama el fibrado de jets dual, y habitualmente
se denota por J'7*, aunque nosotros lo denotaremos simplemente por Z*. Se propone aqui una
definicién alternativa de este fibrado.

Definicion 2.3.14. Consideremos las familias de espacios de formas
AMTY = {o € A"Y |y .. y0 = 0,VV; m-vertical 1 <4 < 7}
que definen la siguiente filtracion

1 1 1 1
A"TY CATTYY CARTYY C L CANTY.

En particular, los elementos de A?HY se llaman (n+1)-formas semibdsicas. Es un fibrado sobre
Y de rango (n+1+m + 1), cuyos elementos pueden expresarse localmente como p(z,y)d" ' x.

De forma similar, Ay™'Y es un fibrado vectorial sobre Y de rango (n+1+m+ (n+1)m+1),
teniendo a A?HY como subfibrado, y cuyos elementos se expresan localmente como p(x,y)d"Ha +

pl(, y)dyt A d"z,. La proyeccién natural se denotard:
v AMTlY Y
El fibrado cociente
1 1
Z* = A Y/ATTY

es un fibrado vectorial sobre Y de rango n+1+m+(n+1)m cuyos elementos pueden ser localmente
expresados por pf(w,y)dyi Nd"x,, y que se llama el fibrado de jets dual de primer orden. La
proyeccion candnica se denotard por p : ASHY — 7.

Localmente, podemos elegir coordenadas ﬁbmdas (x“,yi,p;‘,p) para ASHY y (x*, 4t p) para
A’1‘+1Y, de forma que tenemos coordenadas (x#,y",pi') en Z*.

Definimos una proyeccion mwxz« : Z* — X, inducida por vy en el cociente Z*.

Recordemos que A} ™'Y estd equipado con la (n + 1)-forma de Liouville, y con la (n + 2)-forma
multisimpléctica candnica, las cuales denotaremos simplemente por © y 2, respectivamente.

2.3.5. Elevacién de campos de vectores al fibrado de jets dual

Un campo de vectores & en Y, con flujo ¢;, admite una elevacién natural a AFY para cada k
con flujo (¢;1)*.

Si el campo de vectores &y es proyectable, entonces el flujo preserva A;‘HY y A?“Y, y por
tanto podemos definir en AQHY un campo de vectores que proyecta en un campo en Z*, que

)

denotaremos por €§/1 .
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En general, si « es el pull-back a ASHY de cierta n-forma semibédsica en Y, expresada localmente
por
a = o’ (z", y)d"z,,

la condici6n adicional £¢a © = da impuesta a campos de vectores en ALY que proyectan en &y,
determina un campo de vectores en A"T'Y que puede definirse en ASHY.

En otras palabras, tenemos la siguiente definicién.
Definicion 2.3.15. Si « es el pull-back a ASHY de una forma wxy-semibdsica, entonces el a-

levantamiento de un campo de vectores &y en'Y a ASHY se define como el inico campo de vectores
&y que satisface:

(1) & proyecta sobre &y
(2) £e2© = da

Ce el D i 8 a _ ¢ D i 0 p 9 Py o
Sily =& g00 + &y By entonces £ = &y 507 + &y By + fyafp + & Pk donde las componentes

N
&y 5{2," estan determinadas por las ecuaciones (ver también [64, 140]):

b _ 08 .08, Do

Y oxH " Oxk Ozt

- oet agl oLy, dar

G G G~ G
Ox oy ox oy

§

Cuando &y es mxy-proyectable, con flujo ¢;, entonces el flujo del O-levantamiento es precisa-
mente (¢; 1)*.



CAPITULO 3

Teorias clasicas de campos

Entre los posibles formalismos geométricos para describir las teorias cldsicas de campos, elegimos
el marco multisimpléctico. En este marco, una teoria de primer orden se modeliza por una fibracién
adecuada 7 : Y — X (X tiene borde posiblemente), donde X es la variedad espacio-temporal, y
las secciones de 7 representan los campos. X se supone orientada y con una forma de volumen fija

n.
Por ejemplo, la mecanica dependiente del tiempo puede ser considerada como una de estas
teorfas, donde X = R e Y se escoge como @ x R, donde Q es la variedad de configuraciones.

Histéricamente, la descripcién multisimpléctica de las teorias clasicas de campos se remonta a
finales de los sesenta, cuando fue desarrollada por la escuela polaca dirigida por W. Tulczyjew (ver
[9, 83, 84, 85, 152]), y también independientemente por P.L Garcia y A. Pérez-Rendén [52, 53, 54],
y por otro lado, H. Goldschmidt y S. Sternberg [58]. Desde entonces, este tema ha merecido mucha
atencién de forma continuada, especialmente desde el trabajo [21], y més recientemente, [8, 49, 50,
51, 72,73, 74, 88, 92, 104, 140, 141]. Un intento serio de obtener un desarrollo pleno de la teoria ha
sido realizado en las monografias [64, 65] (ver también [117] para teorias de orden superior). Ademas,
el enfoque multisimpléctico estd demostrando ser til respecto a consideraciones numéricas [126].
Notemos que hay también enfoques alternativos, utilizando las llamadas estructuras polisimplécticas
(ver [55, 56, 82, 145, 146, 147]) o también estructuras n-simplécticas (ver [98] para un reciente estado
del arte).

Finalmente, la teorfa para orden superior ha sido estudiada en [157]. Ademds, las ideas que
subyacen en el estudio de las ecuaciones de Euler-Poincaré, que aparecen como ecuaciones reducidas
de otras ecuaciones sobre fibrados principales, se han intentado extender a la teoria clasica de
campos utilizando variedades de jets en [22, 23].

En este capitulo utilizaremos el formalismo de variedades jet introducido en los capitulos ante-
riores. Si X tiene borde dX, también lo tiene Z, definiendo 97 := 7y (0X), y de forma similar
Y, 0Y =7y (0X).
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Las condiciones de frontera se introducen como un subfibrado B C 97 del fibrado 7 — 90X
(y de 0Z — 9Y).

En este contexto geométrico, se pueden presentar las ecuaciones de campos en dos visiones
alternativas: en términos de multivectores (ver [36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 46, 45, 50]), o en
términos de conexiones de Ehresmann [96, 99, 100, 116]. En lo que sigue, nos centraremos en el
estudio de las ecuaciones en términos de conexiones de Ehresmann.

3.1. Descripcién lagrangiana

3.1.1. Formalismo lagrangiano

Elegimos una forma lagrangiana £, que es una (n + 1)-forma 7x z-semibésica en Z. Por lo
tanto, £ = Ln para cierta funcién L € C*(Z), que se llama la funcién lagrangiana o simplemente,
lagrangiano. En el caso de la mecénica, corresponde a un lagrangiano dependiente del tiempo.

Introduzcamos la siguiente notacién local, que usaremos a menudo.

Definicion 3.1.1. Denotamos por

. OL
pi = 82L
Y por
p:=L— zlzﬁf

Definiciéon 3.1.2. Para una forma lagrangiana L y una forma de volumen fija n se define la
(n+ 1)-forma de Poincaré-Cartan como

O =L+ (S,)*(dL) (3.1)

En coordenadas inducidas, tiene la siguiente expresion:

_ 7 oL n+1 oL 7 m
0, — (L—zuazf)d :L‘+a—zzdy Ad 'z,

=L+p'0" Nd"z,
= (pda* + pl'dy") A d"x,

A partir de esta forma, definimos también su diferencial:
Definicién 3.1.3. La (n + 2)-forma de Poincaré-Cartan se define como

Qp = —dOr.

En coordenadas inducidas, tiene la siguiente expresion:

i
= —0'A (((;fidnﬂx - d# A d”xu)

= (dp A dz* + dpi' A dy') A d "z,
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Nota 3.1.4. Una eleccion diferente para la forma de volumen 7 no cambia las formas de Poincaré-
Cartan. Si reemplazamos 1 por una nueva forma de volumen F'y (F > 0), y denotamos por L = L/F,
tendriamos que £ = Ln = LF n y usando los célculos anteriores obtendriamos que ©f = ©;. Por

tanto, podriamos usar la notacién O, and Q (ver [37]).

En este punto introducimos también una hipétesis extra, que es la existencia de una n-forma I1
en B tal que
IO =dll
donde ip : B — Z es la inclusién canénica (ver [9]).

De la expresién en coordenadas deducimos las siguientes propiedades:

Proposiciéon 3.1.5. Se verifican las siguientes propiedades:
(i) (j1¢)*£5§;>(£) = (j1¢>)*££§}>(@L)

(ii) Para cada z € Z y cada dos vectores tangentes wx z-verticales v, w € V,mxz,
Lotw(©r), =0
(iii) Para cada z € Z y cada tres vectores tangentes mx z-verticales u,v,w € V,7xz,

Lubolw(21), =0

La siguiente proposicion serd usada mas adelante.

Proposiciéon 3.1.6. Si o es una seccion de mxz y & es un campo de vectores en Z tangente a o,
entonces

o (,eQr) =0
Demostracion. £ = To(\) a lo largo de o para cierto A € X(X). Por tanto,
o™ (1eQ2) = 0" (t7e(0) L) = ta(0"QL) =0
porque 0*Q)y, serfa una (n + 2)-forma en una variedad (n + 1)-dimensional. |

La dindmica del sistema viene dada por secciones ¢ de mxy que verifican las condiciones de
frontera (j1¢)(0X) C B y que extremizan la integral de accién

S(¢) = L
@) /(j1¢)(0)

para cada subvariedad (n + 1)—dimensional compacta C' de X.

Las variaciones a tales secciones se introducen por pequenas perturbaciones de una cierta seccién
¢ a lo largo de trayectorias de un campo de vectores proyectable £y ; en otras palabras, si ®} es el
flujo de &y, se definen las variaciones como las secciones ¢; := ®) o ¢ o ®X,.

Definicién 3.1.7. Una seccion ¢ € I'(m) es un extremal de S si

d = d -1 *

para toda subvariedad (n + 1)-dimensional compacta C de X, y para cada campo de vectores
proyectable & € X(Y')
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Como C' se elige compacto, la derivada respecto de ¢ conmuta con la integral, y el lema 2.3.9
nos permite reescribir la condicién de extremalidad como

Lo £ge) =0 (32)

Teorema 3.1.8. Si ¢ es un extremal de L, entonces para cada subvariedad compacta C' de X,
tal que ¢(C) estd contenido en un entorno coordenado (z*,y'), y para cada campo de vectores

proyectable &y en'Y tenemos que

oL d 9L\, ..
0= [Py 55 - s ) € — e

+ [ o tgpen)

Si ¢ es un extremal para el problema variacional con valores fijos en el borde de C, entonces ¢

satisface las ecuaciones de FEuler-Lagrange

oL d OL
i2p)* ) = <i<
() <8yl dx”@z;) 0,1<i<m

Demostracion. Un céalculo en la férmula anterior nos da

Latorege = [Gore wn+ [ 667Dt )
L OL L O
—/C(J1¢) éywnJr/C(Jlfﬁ) SE Wi
v [tor [t~ =gt | G+ Gy i)
. * L . * 7 oL
Z/C(qub) E@wn+/(j(31¢) & 5
v [0 a6 <] g+ [ Pore uSZL
s [Gorrg @
1 s 3L 1 xei OL
ZAU@$3w+LW@@@W
+ [ Gty T - 4]

oL oL
g ¢)£deuazz

AT n L -1
+ [ Gorrgarn, - [ Glorgigmn- [Glersgaey

oL
L(@@de
L

_/C(j ¢)*ayi(§ly—z;§§;)n+/( ¢ [iy V§Y] i

u

// (' o) Lebdra,
oC
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_/C(] ?) [&/i daxt azlz] (& — 2.&9)n

A s | e ; oL
[ Gor |6 - aggs + 1| @,
acC Zu
La condicién de valores fijos en el borde de C significa que & |sc = £§/|ac = 0, por tanto tenemos
que
oL d 0L - -
0= 26)* - Y- 2LEY
Lo |55~ a6 e
para todos 55 y 5%,, de donde obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange. |

Lema 3.1.9. Si ¢ es una seccion de mxy y & es un campo de vectores wy z-vertical en Z, entonces
(') (1) = 0

Demostracion. € tiene componentes (0, 0, wL), y un célculo facil muestra que

0L,
e = —w),——— (0" Ad"z,) € Z(C)
025,07,
que se anula al ser traido por una prolongacion 1-jet de una seccion de mxy . |

Proposicién 3.1.10. (Version intrinseca de las ecuaciones de Euler-Lagrange) Una sec-
cion ¢ € T'(m) es un extremal de la accion S si y sélo si

(7 9)"(te2r) = 0

para cada campo de vectores & en Z.
Demostracion. Tenemos que

/C(jlcf?)*ﬁgg)(ﬁ) = /C(jléf?)*ﬁg;l)@L = —/C(j1¢)*b g)QLJr/aC(jlqﬁ)*LEg)@L.

Por tanto,

—/C(Jl@ ng)QL = /C(JQ@ [&yi - dxﬂazfj (& — 289 )n

para cada campo de vectores proyectable &y en Y. Entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange se
satisfacen en cada C siy sélo si

(j1¢)*L£(I>QL =0
Y

para cada campo de vectores proyectable £y en Y, en cada compacto C de X. Diferentes soluciones
pueden pegarse usando particiones de la unidad, y asi obtenemos que

(jlﬁb)*bg(l)QL =0
Y

es la expresion para secciones globales ¢.

Finalmente, cualquier campo de vectores £z puede descomponerse en un campo de vectores
tangente a j'¢, la elevacién de un campo de vectores mxy-vertical en Y y un campo de vectores
my z-vertical. Usando el lema precedente, y la proposiciéon 3.1.6, obtenemos el resultado. |
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3.1.2. Lagrangianos regulares. Ecuaciones de De Donder

En algunas casos, deberemos asumir ciertas condiciones de regularidad en el lagrangiano:

Definicion 3.1.11. Dada una funcion lagrangiana L : Z — R | se define su matriz hesiana

0*L
82:1’-”82}’ o
115,

El lagrangiano se dice regular en un punto cuando dicha matriz es reqular en dicho punto, y
regular cuando es reqular en todo punto.

Cuando el lagrangiano es regular, el teorema de la funciéon implicita nos permite introducir nue-
vas coordenadas en Z, llamadas coordenadas de Darboux ([116]), mds precisamente (z#,y", pt'),
que seran también muy convenientes para relacionar los formalismos lagrangiano y hamiltoniano.
En este caso, la forma €27 es una forma multisimpléctica si n > 0, ya que teniendo en cuenta que

op .
Lo oe A = —a—fudn"'lx +dp A d "z, + dpi A dyt Ad" Ty, (3.3)
aﬁ % n aﬁ o n ~ i n—1
:Oyidy ANd a:,,+a—ﬁ¢df/\d T, +dpi Ndy' Nd" (3.4)
op T
Loy L = afjjdnﬂx —dpt nd'a, (3.5)
La/aﬁ]’fQL = aﬁ”d tly + dy] ANd"x, (36)
J

si tenemos que £ = A aiv + BJ % + C'j” agy entonces
J

. Jp op op ; R
_ J _ (v n+1 v _svnRJ 12 n
ey, = (B —ayj CJ 8133-’) A" 4+ <A 8]3? 5uB dpj ANd"z,

- (A”ap. — C’-’) dy’ A d"x, + Adpl A dy' Nd" g,
oyl J t

Por lo tanto, si t¢Q7, = 0y n > 0, del tdltimo término de la expresién anterior deducimos que
AY =0, y facilmente obtenemos también que los otros términos B’ y C}’ se anulan también.

Introducimos ahora las ecuaciones de De Donder, intimamente relacionadas con las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Definicion 3.1.12. La siguiente ecuacion en secciones o de wxz se llaman las ecuaciones de
De Donder:

O'*(L£QL) =0 V¢ € %(Z) (3.7)

Las secciones que satisfacen las ecuaciones de De Donder, y ademds las condiciones de frontera
0(0X) C B se llaman soluciones de la ecuacion de De Donder.
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Por la proposicién (3.1.6), deducimos que las ecuaciones de De Donder se pueden reescribir de
forma equivalente en términos de campos de vectores mx z-verticales. En coordenadas locales, si

o(xt) = (x*, o' (2H), ol (z#)) para cada & = v' a - + w’ -2 las ecuaciones se escriben

n a2,
0= — oL %L _80j 0*L _&7“ 0%L n 8Uj_ j 0%L
- Byl 0av0z, 0wk 0yioz,  0x 9on  \dxh ") dyioLd
(aaj ) 0*L
+w — o), — |,
Ox¥ 024,07,
0 equivalentemente
OL L 907 PL 9ol L (007  \ PL _
oyt 0xzv0z, Ozt 0yldz, Ox¥ azzazi TR 8y18z
do? , 0*L
_ gl -0
Ox” v 82&8%

De la expresién anterior, deducimos inmediatamente que

Proposicion 3.1.13. Si el lagrangiano es reqular, y si una seccion o : X — Z de wxz es solucion
de las ecuaciones de De Donder, entonces existe una seccion local ¢ : X — Y de wxy tal que,
localmente, o = jl¢. Es decir, ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Por lo tanto, para lagrangianos regulares, las soluciones de las ecuaciones de De Donder nos
dan la dindmica del sistema.

Las ecuaciones de De Donder en términos de conexiones de Ehresmann

Supongamos que tenemos una conexién I' en 7 : Z — X, con proyector horizontal h que tiene

la siguiente expresién local:

0 0 0 ;, O
h(ﬁaxﬂ) _@—FF“@ Z+F‘“’8zl
h . =0
)
((9,2/3) =0
Un célculo directo nos da
2 2
LhQLZTLQL— o°L — Fj oL

Oxv 0z, “= Y0yl 0z,

0L L 0L P m
Ny o +> (T —z)—=| dy nd"a

Vyit,J “82

2
. I .
— Z Z 3)78 - | dz;, A d"a
7 62&82:?,

desde donde podemos establecer la siguiente
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Proposicién 3.1.14. Sea I' una conexion con proyector horizontal h que verifica
th 2L = nQg (3.8)

Si o es una seccion horizontal integral local de ', entonces o es una solucion de las ecuaciones de
De Donder.

Por tanto, podemos pensar las ecuaciones (3.8) como un enfoque alternativo a las ecuaciones
de De Donder.

Demostracion. h satisface (3.8) si y sélo si

oL L PL ., &L 2L
- 7 B R T
dyt a9z, VOyioz, " 9ioz Y Yoz
2
(1) — =) -2
02},0%,

Si o(z#) = (z#, o' (x"), 0% (2")) es una seccién horizontal local integral de T', entonces tenemos

que
0 0

h(—)=To(=— 3.9
(50) = Tol( ) (39)

1 ignifi pi o 00 g 00 tanto (3.8) son 1 iones de De Dond
o que significa que I',, = = y I'y, = 27, y por tanto (3.8) son las ecuaciones de De Donder en

coordenadas.

Soluciones locales pueden ser pegadas usando particiones de la unidad. |

Respecto a las condiciones de frontera, la conexién h induces una conexién dh en la fibracién
Toxp : B — 0X, puesto que estamos considerando secciones o € I'(mxz) tales que 0(0X) C B.

De esta forma, las ecuaciones (3.8) se convierten en v}, 27, = n{), con la condicién adicional de
frontera que h induce oh (o, equivalentemente, h.(7,B) C T, B para todo z € B).

En el caso regular (o para conexiones semiholénomas, es decir, I, = zz), dos de estas soluciones
difieren en un campo (1, 1)—tensorial 7', localmente dado por

- 0
T=1,d"® 07,
vy que verifica
. 0L
" o0

Nota 3.1.15. Puede considerarse un enfoque alternativo expresando (3.8) las distribuciones ho-
rizontales integrables en términos de campos de multivectores que generan dichas distribuciones.
Para més detalles ver [36, 38, 39, 40, 41, 42] y [50, 140, 141].

Finalmente, debe destacarse que el caso n = 0 tiene muchas diferencias con el caso n > 0. En
este caso, {27, no es multisimpléctica, y corresponde al caso de la mecanica lagrangiana dependiente
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del tiempo (ver [118]). La regularidad de L implica que (Y, 2, dt) (donde dt = 7 es la forma de
volumen) es una variedad cosimpléctica. La ecuacién de la conexién se reduce a

LhQL =0

donde si denotamos 7 = % (de forma que (n|7) = 1), entonces el proyector horizontal h se puede
escribir en coordenadas como sigue

.0 ; 0
4 1A i
h(r)=7+h i

-+ h
8q’+

(para ¢' = y*, v’ = zé) Las secciones de wxy son curvas en Y,y Z estd embebido en TY.

De las ecuaciones de De Donder se obtiene que h'* = %, y que h(7) verifica las ecuaciones

de Euler-Lagrange dependientes del tiempo en J!7. Atin méas para un campo (1, 1)-tensorial h en
J1, ser el proyector horizontal de una distribucién solucién de

th$L =0
es equivalente a tener £ = h(7) que verifique

LéQL =0
ten =1

3.1.3. El caso singular

Para un lagrangiano singular L, uno no puede esperar encontrar soluciones globalmente definidas;
en general, si tal conexion existe, lo hace sélo en una subvariedad Z; de Z.

En [99, 100] los autores han desarrollado un algoritmo de ligaduras que extiende al algoritmo de
Dirac-Bergmann-Gotay-Nester-Hinds para la mecénica (ver [63, 66, 67, 68]). Lo hemos adaptado
para introducir condiciones de frontera (ver también [102]).

Pongamos Z; = Z. Entonces, consideremos el subconjunto

Zy = {z€Z|3h,:T,.Z — T.Z lineal tal que hz =h,,
kerh, = (Vrxz)., iy Qu(2) =nQr(z),y paraz € B,h.(1.B) C T, B}.

Si Z5 es una subvariedad, entonces hay soluciones puntuales, pero debemos pedir también la condi-
cién de tangencia, para lo que consideramos un nuevo paso (denotando por By = BN Zy, y en
general, B, = BN Z,):

Zs = {z€Zy|3h,:T.Z — T.Z lineal tal que h? =h,,
kerh, = (Vrxz)z, iy Qr(z) =nQp(2),y paraz € By, h.(T.Bz) C T Ba}.
Si Z3 es una subvariedad de Za, pero h,(7.Z) no esta contenido en 7T, Z3, vamos a un tercer paso,

y asf sucesivamente. En el caso favorable, obtendrfamos una subvariedad final de ligaduras Z; de
dimensién no nula, y una conexién en la fibraciéon mxz : Z — X a lo largo de la subvariedad Z;
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(de hecho, una familia de conexiones) con proyector horizontal h que es una solucién de la ecuacién
(3.8), y que verifica ademds las condiciones de frontera.

Hay un problema adicional, puesto que la conexién seria solucién de las ecuaciones de De
Donder, pero no de las ecuaciones de Euler-Lagrange, lo cual requiere que la conexién solucién
fuera de segundo orden. El problema se resuelve construyendo una subvariedad de Zy donde tal
solucién existe (ver [99, 100] para mas detalles).

3.2. Descripciéon hamiltoniana y teorema de la equivalencia

3.2.1. Formalismo hamiltoniano

Definiciéon 3.2.1. Un hamiltoniano es una seccion h : Z7* — A’;HY de la proyeccion natural
I ASHY — 7.

En coordenadas locales, h viene dada por
h(at,y',pf) = ("', p = —H(a",y', pi'), pf)
donde H se llama una funcion hamiltoniana.
Definicién 3.2.2. Dado un hamiltoniano, definimos las siguientes formas en Z*
O, = h*O
con expresion local

O = —Hd" 'z + pfdyi Nd" "z,
= (—Hda" + pl'dy") Nd"z,

Q= h"Q = —-dOy,
= (—dH ANdz" + dp' Ndy') Ad"z,,

Definicion 3.2.3. Para un hamiltoniano dado h, una seccion o : X — Z* de wxz+ se dice que
satisface las ecuaciones de Hamilton si

U*(l,th) =0
para todos los campos de vectores € en Z*.

Si o tiene expresion local o(xt) = (z#, o' (x), 0¥ (z#)), entonces las ecuaciones de Hamilton se
escriben en coordenadas como sigue:

o0t _om
ozt op
o' _ OH

OxH oyt
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Podemos considerar también el caso en que tenemos condiciones de frontera dadas por un
subfibrado B* C 0Z* of Tyxsz, que impone restricciones en las posibles soluciones de las ecuaciones
de Hamilton. El requisito adicional es naturalmente que las soluciones deben satisfacer o(0X) C B*;
también necesitamos suponer que

para cierta n-forma II* en B* (donde ip- : B* — 0Z* denota la inclusién candnica).

Finalmente, hay otra formulacién de las ecuaciones de Hamilton en términos de conexiones de
Ehresmann. Supongamos que tenemos una conexiéon I en el sentido de Ehresmann en 7* : 7% — X
con proyector horizontal h, y con la siguiente expresion en coordenadas.

) o .98 0
Gar) = gan T gy gy
0

h(%i) =0

Un célculo directo muestra que

H .
th€dy, = n8Yy, — <gyl + ZFZJ dy A dv s
w

OH 7 n-+41
+<apu—]._‘#>dp5/\d+ﬂf

de donde podemos afirmar que

Proposicion 3.2.4. Sea I' una conexion con proyector horizontal h que verifica
Lth = th (3.10)

y también la condicion de compatibilidad en la frontera hy(ToB*) C Ty B* para o € Z* (esto es, h
induce una conexion Oh en la fibracion myxp~ : B¥ — 0X).

Si o es una seccion integral horizontal local de ', entonces o es una solucion de las ecuaciones
de Hamulton.

Por tanto, uno puede pensar en las ecuaciones anteriores como un enfoque alternativo a las
ecuaciones de Hamilton.

3.2.2. Transformacion de Legendre

La transformacién de Legendre relaciona las descripciones lagrangiana y hamiltoniana (ver [99]
y [100]). La definicién depende de la (n+1)-forma de Poincaré-Cartan, que a su vez depende, como
hemos visto, del lagrangiano elegido para modelar la teoria.



62 Capitulo 3. Teorias clasicas de campos

Definicién 3.2.5. Definimos la transformacion de Legendre Legy, : 7 — AQHY como sigue:
dado &1, ..., &n+1 € (TWYZ(Z))Y,

(Legr(2))(€1, -+ €ns1) = (OL):(EL -, €ns1)

donde éa es un vector tangente en z € Z que proyecta sobre &, (ver la proposicion 3.1.5).

Estd bien definida, pues 1¢01, = 0 para campos de vectores my z-verticales, y tevcLegr(z) = 0
para &, ¢ € Vm, por tanto, Legr(z) € A’QL'HY.

En coordenadas locales,

o . oL oL
Legr(a",y", z,,) = (x“yyﬁsz—ZL = >

oL
P = 55
82# 82#

lo que muestra que Legy, es fibrada sobre Y .

Para una expresién de la transformacién de Legendre en términos de afines duales, ver [64].

Definiciéon 3.2.6. También definimos la aplicacion de Legendre legr, := po Legy, : 7 — Z*,
que, en coordenadas, tiene la forma:

o . oL R
legL(xuvylsz) = (xﬂyyzvpé‘ = 87;}2 = pf)

Tenemos la siguiente proposicion trivial:

Proposicién 3.2.7. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) L es un lagrangiano regular
(ii) legr, : Z — Z* es un difeomorfismo local
(iii) Legr, : Z — AYTYY es una inmersion

Definicion 3.2.8. El lagrangiano L se dice que es hiperregular cuando legr, es un difeomorfismo
global.

En tal caso, tenemos que Z, Z* y Im(Legy,) C AQHY son difeomorfos, y h := Legy, o legz1 es
una seccion hamiltoniana.

Si también ponemos II = leg7 II*, tras un breve célculo deducimos la

Proposicién 3.2.9. Para la seccion hamiltoniana h := Legy, o legzl, tenemos las siguientes rela-
ciones:

(LegL)*@ = @L, (LegL)*Q = QL
(legr,)*©n = Oy, (legr)™ 2 = Qp,
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3.2.3. El teorema de equivalencia

En esta seccién supondremos que L es hiperregular, y que II = leg} I11*.

Una condicién de frontera B C 9Z en el lado lagrangiano nos lleva a considerar una condicién de
frontera B* := legr(B) C 0Z*. En particular, las construcciones precedentes nos han llevado a un
hamiltoniano, y a las soluciones de las ecuaciones de Hamilton correspondientes se les requerira que
satisfagan también una condicién de frontera o(0X) C B*. Tenemos:

Teorema 3.2.10. (Teorema de Equivalencia). Si una seccion o1 de wxz satisface las ecuaciones
de De Donder,
UT(A&QL) =0 VfE%(Z)

entonces oy := legy, o o1 verifica las ecuaciones de Hamilton.
J;(Lgﬂh) =0 VE € .%(Z*)

Reciprocalmente, si oo verifica las ecuaciones de Hamilton, entonces la seccion (localmente definida)
o1 = legz1 o 09 verifica las ecuaciones de De Donder. Por lo tanto, las ecuaciones de De Donder
son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton.

Nota 3.2.11. Una comprobacién rutinaria muestra también que, para un lagrangiano hiperregular,
si I' es una conexién solucion de (3.8) con proyector horizontal h entonces Tlegr,(I") (con proyector
horizontal Tlegr, o h o Tlegzl) es una solucién de las ecuaciones en términos de conexiones en el
lado hamiltoniano.

Atin més, Tlegr(T.B) C Teq, (-)B*, y ademds se prueba también que los proyectores de co-
nexiones compatibles se relacionan mediante la transformacién de Legendre.

3.2.4. Lagrangianos casi regulares

Cuando el lagrangiano no es regular, para desarrollar la correspondiente descripciéon hamilto-
niana debemos al menos imponer algunas condiciones de regularidad sobre el lagrangiano L: la
condicién de casi regularidad.

Definicién 3.2.12. Un lagrangiano L : Z — R se dice que es casi regular si Legr(Z) = M es
una subvariedad de ASHY, y Legr, : Z — My es una submersion de fibras conezas.

Si L es casi regular, deducimos que:

» M =legr(Z) es una subvariedad de Z*, y ademads, una fibracién sobre X y sobre Y.
» La restricciéon gy : Ml — M de p es un difeomorfismo.

» La aplicacién legy, : Z — M es una submersion de fibras conexas.

Bajo la hipétesis de casi regularidad, se puede definir una aplicacién hy = (u1)~' : My — M,
y una (n + 2)-forma Qpz, en M por Qs = hi(5*Q) considerando la aplicacién inclusién j : My —
A;"HY. Obviamente, tenemos que leg;Qp, = Qr,, donde j oleg; = legy, (ver figura 3.1).
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Legr,

legr,

Figura 3.1: Lagrangianos casi regulares y transformacion de Legendre

La descripcién hamiltoniana se basa ahora en la ecuacién
iBQMl = n, (3.11)

donde h es una conexién en la fibracién mxps, : M7 — X con la condicién adicional en la frontera.

Procediendo como antes, construimos un algoritmo de ligaduras como sigue. Denotemos primero
B} = B*NM;, y supongamos que es una subvariedad de B* (en general, denotaremos B} = B*NM,.,
que supondremos que sera una subvariedad de B}_;), entonces definimos

M, = {feM;|3hs:T:M; — T:M; lineal tal que h> = h:,
kerhs = (Vmxar, )z, i, Qar (2) = 0, (2),y para 2 € B, hs(T:BY) € T:Bj}.

Si M5 es una subvariedad (posiblemente con borde) entonces hay soluciones puntuales, pero tenemos
que incluir la condicién de tangencia y considerar un nuevo paso:

My = {2 € Mo ’ Hflg :TsMy — T:Msy lineal tal que flz = flg,
kerh: = (Vrxan )z, i, Qan(2) = nQa (2),y para 2 € By, h:(T:B3) C T:B3}.

Si M3 es una subvariedad de My, pero h;(T3M;) no esta contenido en T3 M3 o h;(T:BY) no estéd con-
tenido en T3B; para z € Bj, entonces consideramos un tercer paso, y asi sucesivamente. De esta
forma obtenemos una secuencia de subvariedades embebidas

o= Mg My — My — Z*

con bordes
..~ B3 < B3 — B} — B*

Si el algoritmo de ligaduras se estabiliza, obtendremos una subvariedad final de ligaduras My de
dimensién no nula, y una conexién en la fibracién mx s, : M7 — X a lo largo de la subvariedad
My (de hecho, una familia de conexiones) con proyector horizontal h que verifica la condicién
de compatibilidad con la frontera, y que es solucién de la ecuacién (3.11). My proyecta en una
subvariedad abierta de X (y B} proyecta también en una subvariedad abierta de 9.X ).
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Si My es la variedad final de ligaduras, y jfi : My — M es la inmersién candnica, podemos

considerar la (n+2)-forma Q= j5,Qas,, y la (n+1)-forma O, = i}, O, donde Qpr, = —dO ;.
Denotando leg, := legr|z,, un calculo directo muestra que legi(Z,) = M, para cada entero

(ver 3.2).

W=7 ___ le;x legL(Z) =M 31 |, Z*

T T

Zy . legp My

T o T J2

73 _ legs | My

T3 IFE

Tik—2 T Jk—2

21 L M4

T g1 T Jk—1

A4 % M.

Figura 3.2: Relacionando los algoritmos de ligaduras

En consecuencia, ambos algoritmos muestran el mismo comportamiento; en particular, si uno
de ellos se estabiliza, también lo hace el otro, y en el mismo paso. En particular, tenemos que
legi(Zy) = My. En tal caso, la restriccién legy : Zy — My es una submersién suprayectiva (esto
es, una fibracién) y leg]?l(legf(z)) = leg; *(legi(2)), para cada z € Z; (esto es, sus fibras son las
de legy).

Por lo tanto, las descripciones lagrangiana y hamiltoniana pueden compararse a través de la
fibracién legy : Zy — My. En efecto, si tenemos una conexién en la fibracién 7xz : Z — X a
lo largo de la subvariedad Z; con proyector horizontal h que es solucién de las ecuaciones (3.8) y
ademads la conexion es proyectable via Leg; a una conexién en la fibracién 7 5 : Z — X alo largo
de la subvariedad My, entonces el proyector horizontal de la conexién proyectada T'legsoT’ oTleng1
es una solucién de las ecuaciones de Hamilton (3.10), y en particular verifica las conidiciones de
frontera. Reciprocamente, dada una conexién en la fibracién wy ; : Z — X alo largo de la
subvariedad My, con proyector horizontal h que es solucién de las ecuaciones de Hamilton (3.10),
entonces toda conexion de la fibracion my 7 : Z — X alo largo de la subvariedad Z; que proyecte
en h es solucién de las ecuaciones de De Donder (3.8).

3.3. Formalismo de Cartan en los espacios de datos de Cauchy

En muchas de las teorias de campos, la variedad X se caracteriza por tener una coordenada
diferenciada. Por ejemplo, X puede representar una variedad espacio-temporal, en la que el tiempo
juega un papel diferente a las coordenadas espaciales.

En esta seccion, introducimos el andlisis de tales situaciones particulares, comenzando por el
estudio del embebimiento de subvariedades de codimensién 1.
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El anélisis de tales subvariedades, las superficies de Cauchy, han sido estudiados en el formalismo
multisimpléctico por otros autores también, como por ejemplo [9, 61, 65, 85].

3.3.1. Superficies de Cauchy. Problema del valor inicial

Definicién 3.3.1. Una superficie de Cauchy es un par (M,T) formado por una n-variedad
compacta y orientada embebida en el espacio base X por T: M — X, tal que T(OM) C 90X, y el
interior de M estd incluido en el interior de X. Dos de tales superficies se consideran la misma
salvo difeomorfismos de M que preserven la orientacion y el volumen.

En lo que sigue, fijaremos M y consideraremos cierto espacio X de tales embebimientos. Lla-

maremos superficies de Cauchy a tales embebimientos.

La eleccion de M y de X depende de la teoria fisica a describir con el modelo.

Definicion 3.3.2. Un espacio de datos de Cauchy es la variedad de embebimientosy: M — Z
tales que existe una seccion ¢ de Txy que verifica

=('¢)or
donde 7 :=7xz0v e X, y~v(dM) C B.

El espacio de dichos embebimientos se denotard por Z, y denotaremos por mz a la proyeccion
T55(v) = mxz oy. También exigiremos que esta proyeccion sea una fibracion localmente trivial.

Definicién 3.3.3. El espacio de datos de Dirichlet es la variedad Y de todos los embebimientos
§: M — Y de la forma § = myyz o~ para v € Z. también definimos Ty 5 Z — Y como

5 5(Y) =myzo7.

Denotamos por m ¢y la inica aplicacion de Y a X tal que T 5 = T4y 0Ty 5 (ver figura 3.3)

Un vector tangente v a v € Z puede verse como un campo de vectores a lo largo de la curva
v, estoes, v: M — TZ tal que 77 ov = 7, donde 77 : TZ — Z es la proyeccién candnica. Por
tanto, identificamos vectores en TWZ con campos de vectores en y(M). Asi, un campo de vectores
§z on Z induce también un campo de vectores §; en Z, donde para cada v € Z, su vector tangente
representante en v € Z viene dado por

§7(7) =&z 07

Y reciprocamente, las formas en Z pueden considerarse que actdan también en vectores tangentes
en Z, pues si z = y(u), a es una r-forma en Z y v € T, Z, entonces 1, es una (r — 1)-forma en Z
definida por

(Lva)z = by (u) Oz

En la préactica, no se hara distincién entre ellas.
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VA

TXZ

XY -

S

Figura 3.3: Espacios de datos de Cauchy

3.3.2. Integracién de formas

La integracién da una forma estdndar de obtener k-formas en Z a partir de (k + n)-formas en
Z como sigue.

Definicién 3.3.4. Si a es una (k + n)-forma en Z tal que iy = df, definimos la k-forma & en
Z por

Lg e bg Oy = / Yy b — (—l)k/ Ve, e B (3.12)
M oM
para 51,...,{“;{ ETWZ,’)/E Z.

En particular las (n+ 1)-forma O, y (n+2)-forma Q7 de Poincaré-Cartan inducen una 1-forma
Oy y una 2-forma Q, en Z, dadas por:

(61),(8) = /M 7V (101) + /8 e

L&, &) = /M v (teyte, 1)

Lema 3.3.5. Sig es un campo de vectores en Z definido desde un campo de vectores & en Z, y a
es una n-forma en Z tal que iz = df entonces

(), = (£e), = [ v(Lea)= [ (£e0)



68 Capitulo 3. Teorias clasicas de campos

Demostracion. Primero obsérvese que & es una funcién. En este caso, si c;(t) es una curva tal
que c;(0) =y ¢;(0) = £(7), entonces

da(€), = &,(a) = %(d ocz(t))j=0 = % [/M (cz(0)"a) - /aM (CZ(t)*ﬁ)] |t=0
d

N /MC;lt (cz(t) ) = /aM A CAQNC /M 7 (£ear) — /8M YV (£eB). I

El resultado previo se puede extender también para formas de orden superior, y para fibraciones
arbitrarias sobre X.

Sea £ un campo de vectores completo en una fibracién W sobre X, y denotemos por W cierto
espacio de embebimientos en W, y por £ el campo de vectores definido en W a partir de £ (esto es,

(y) =€on).

Fijemos v € W. Para cada u € M, consideremos una curva integral ¢* de £ que pase por y(u),
esto es

Definamos una curva ¢ en W por

Entonces tenemos

Proposicién 3.3.6. ¢ es una curva integral de é que pasa por .

Demostracion. Para probarlo, sélo tenemos que calcular

y
(0)(u) = S (@(t))lmolur) = 5 (@(1) (w))emo = (1o = (1) = E(3(w) = E0)(u).
como queriamos probar. |

¢ se dira que es la curva asociada al flujo dado por los c“.

En particular, si también tenemos difeomorfismo F' : W — W, es facil de ver que la curva
(denotada por F o ¢) asociada a la familia F'oc" (esto es, F o c(t)(u) = (Foc)"(t)) es precisamente

Foeé.

Para ver esto, usando la notaciéon anterior, observemos primero que

Foc(t)(u) = (Foc)'(t) = (Foc")(t) = F(c"(t)) = F(&(t)(u)) = (F o &t))(u),

de lo cual deducimos
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P

Corolario 3.3.7. Si F: W — W es un difeomorfismo, entonces TF(€) = TF(£).

El siguiente paso es estudiar el pullback de formas.

Proposicién 3.3.8. Si F: W — W es un difeomorfismo, y a es una (n + k)-forma en W, tal
que i = df3, entonces

F*a = F*a

Demostracion. Sea /Vvl, ey /V; € TF—I(V)W' Entonces tenemos que

P e g

v e Fra = &(TF(WVY), ..., TF(Vy)) = &(TF(W),..., TF(Vy))
:/ 'V*LTF(Vl)“-LTF(Vk)O‘ - (—1)k/ 'V*LTF(Vl)-”LTF(Vk)ﬁ
M oM
= /M(F_l o) Frippn) - - - LRV — (—1)F /E)M(F_l oY) Frirpmn) - - trrvy) B

= / (F~ o)y .oy, Fra — (—1)k/ (F Yoy ...ty F*p
M

oM
:l,m:...LTEF*Oé. I
Finalmente,
Proposiciéon 3.3.9. 5i £ es un campo de vectores en W, entonces
£z = Leo
Demostracion. Sea ,Vvl, el ,ijc € T,YW, y denotemos por ¢; el flujo de £. Entonces tenemos que

5 d ~x_ d —
L Lﬂ;féa =i Lﬁ%gbt Qli=o = L Lﬁagb?{ah:o

d —— d
~dat (Liﬁ : "Lil;jéﬁfoz) lt=0 = T (/M Wy -ty — (—1)F /8M Ly - ..LngZ);fﬁ) li=0

d d
= /M Ly .- ka% (pf ) |1=0 — (—1)k /8M Lyy v kaa (¢:8) li=0

:/ LVI...Lkaga—(—l)k/ Lvl...Lkagﬂ
M oM
= Lﬁ...bﬁf&&.
donde para el dltimo paso usamos que iz Lea = Leipa = Ledf = dLe . |

De vuelta a la fibracién Z — X, la consistencia de nuestra definicién de formas con respecto

a la derivada exterior viene asegurada por la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3.10. Si a es una n-forma o una (n + 1)-forma, entonces

do = da

En particular,
Qr, = —dOy,
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Demostracion. Para n-formas, usamos el lema anterior

@), = [ vaca— [ 5t
= /M Y eedo + /M Yidieo — /aM Y (igd + dig3)
_ / Yieda = (da)s(€)
M
Para (n + 1)-formas:

da(g, ¢)y = {&(a(Q)) — ¢(a(§)) — a([¢, €]}y
:/ YH{Le(ca) = £e(tea) — vg ok
M
+ /aM YH{Le(wB) = £c(1eh) — ve, 18}
:/ v {rctedo — ducrea}
M
" /aM v{ected — dicre}
:/ ’)/*(chgda) —/ 'Y*(L(LE(dﬁ_ Oé))
oM

3.3.3. Las ecuaciones de De Donder en los espacios de datos de Cauchy

Las ecuaciones de De Donder de las teorias de campos tienen un analogo presimpléctico en los
espacios de datos de Cauchy. La relacién entre ambas ecuaciones se encuentra en [9] (ver también
[64]), v pasa por definir una descomposicién de la variedad base X.

Definicién 3.3.11. Decimos que una curva cg en X definida en un dominio I C R descompone
X si la aplicacion ® : I x M — X, dada por ®(t,u) = cg(t)(u), es un difeomorfismo. En
particular, las aplicaciones parciales ®(t,-) (definidas por ®(t,-)(u) = ®(t,u)) son elementos de X
para todo t € 1. En este caso, cg se dice que es una descomposicion.

En esta situacion, podemos introducir coordenadas en X de forma que si % genera el espacio
tangente a I, entonces T@(%) = 6%0’ y consideramos %, -5 gom COMO campos de vectores locales

en M o X.

Definicion 3.3.12. Podemos también definir el concepto de descomposicion infinitesimal en
€ X como un vector tangente v € T-X tal que para cada u € M, v(u) es transverso a Im 7.



3.3 Formalismo de Cartan en los espacios de datos de Cauchy 71

Si ¢; es una curva en Z tal que su proyeccion cg a X descompone X, entonces define una
seccién local o de mxz por

o(cx(t)(u)) = cz(t)(u) (3.13)

Reciprocamente, si o es una seccién de 7y 7, y ¢ es una curva en X (no necesariamente una
descomposicién), definimos una curva c; en Z usando (3.13). El siguiente resultado, que relaciona
ecuaciones en Z con ecuaciones en Z puede encontrarse en [9].

Teorema 3.3.13. Si o satisface las ecuaciones de De Donder, entonces c; definida como ante-
riormente satisface

LéZQL =0 (3.14)
Reciprocamente, si c; es una curva en Z que satisface (3.14), y su proyeccion c a X descompone

X, entonces la seccion o de wxz definida por (3.13) verifica las ecuaciones de De Donder.

Demostracion. Supongamos que o verifica las ecuaciones de De Donder. De (3.13) obtenemos
que ¢; = 04Cx, de donde

ez ()" (teyten) = cx(£)* 0™ (LeyteQr) = e (8) (Leg 0™ 1eQ2L) = 0

para todo £. Integramos sobre M para obtener el resultado deseado. Para el reciproco, considerar
la integral

0= / cx () (tego™ef2) = 0.
M
Puesto que esto es cierto para cada £, del teorema fundamental del calculo de variaciones deducimos

cx () (tego™eQ2r) =0

Ahora bien, si cg descompone X, entonces ¢¢(t) es transversal a c¢(t)(M), lo que implica que
o satisface las ecuaciones de De Donder . |

Nétese que, en particular, si h es el proyector horizontal de una conexién que es solucién de las
ecuaciones de De Donder para conexiones

LhQL = nQL (315)

y si o es una secciéon horizontal integral local de h, los resultados anteriores muestran que una
solucién de (3.14) viene dada por la elevacién horizontal de ¢ ¢ a través de h. Més generalmente,
las soluciones se obtienen como elevaciones horizontales de descomposiciones infinitesimales a través
de conexiones solucién de (3.15).

3.3.4. El caso singular
Para un lagrangiano singular, no podemos garantizar la existencia de curvas c; en Z soluciones
de las ecuaciones de De Donder en Z.

Por tanto, proponemos un algoritmo similar al de variedades presimplécticas generales (desa-
rrollado en [63, 66, 67]; ver también [25, 101, 103] para el caso dependiente del tiempo), donde a



72 Capitulo 3. Teorias clasicas de campos

las condiciones que definen las variedades a cada paso (esto es existencia de un vector tangente que
verifique las ecuaciones de De Donder), anadimos el hecho de que tal vector debe proyectar en una
descomposicion infinitesimal.

Renombrando Z; := Z, definimos Z, y los subconjuntos subsecuentes (a los que se pide ser
subvariedades) como sigue
Zy = {v € Z1|Fv € T, Z tal que T 3(v) es una descomposicién infinitesimal e LUQNLH =0}

Z3 :={y € Zs|Fv € T, Z5 tal que T 7(v) es una descomposicién infinitesimal e LUQNLH =0}

En el caso favorable, el algoritmo se detendrd en una cierta subvariedad final de ligaduras de
dimensién no nula Z [

El algoritmo esta intimamente relacionado con el algoritmo en las variedades finito dimensio-
nales. Aclaramos ahora esa conexién.

Proposiciéon 3.3.14. Supongamos que tenemos v € T,YZl tal que T 7 (v) es una descomposicion
horizontal y 1,Q1|y = 0. Entonces, para cada u € M

Hﬂ/(u) =Ty (TuM) @ (v(u))

es un subespacio horizontal de T, ,)Z cuyo proyector horizontal h verifica las ecuaciones de De
Donder para conexiones que satisfacen (3.15) en y(u):

Ll ) = Ll @)

Demostracion. El hecho de que v proyecta sobre una descomposicién infinitesimal garantiza que

H., () es ciertamente horizontal.

La otra hipotesis establece que
’7*(L§LU7(H>QL) =0

para cada § € T, (,)Z, esto es, si {v1,v9,...,v,} es una base para T,,M, entonces

beboy () QL(TUV(U1)7 TUW(UQ)? tee 7Tu7(vn)) =0

o equivalentemente,

QL(&,Hl, H27 sy Hn+1) =0
para cada § € T (,)Z y cada coleccion Hy, Ha, ..., Hp41 de vectores tangentes horizontales.

Deseamos probar que ¢y, Q1 |(u) = nQL\V(u), o equivalentemente, teip, QL |y () = mgﬁL\v(u), para,
cada § € T, () Z.

De las notas previas, vemos que la condicion es verdadera cuando se evalia sobre n+ 1 vectores
tangentes horizontales.

Supongamos que V; es un vector tangente vertical en y(u). Entonces (como h(V;) = 0),

LhQL(f, Vi, Hy,... ,Hn) = QL(h(f),Vl,Hl, ce ,Hn> —l—nQL(f,VhHl,. . .,Hn)
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donde el primer término se anula por los argumentos anteriores. Asi, la expresion es cierta cuando
se aplica a dos vectores tangentes cualesquiera, y n vectores horizontales cualesquiera.

Para el siguiente paso con dos vectores verticales, recordar que por el lema 3.1.5, €2y, es anulada
por tres vectores tangentes verticales, asi que

W&V, Vo, Hyy oo  Hy 1) = Qp(h(E), Vi, Vo, Hy, .o, Hyy 1)
+(n—1)Qp& V1, Vo, Hy,y. .., Hp—1)
=Qr,V1,Vo,Hy,...,Hp 1)+ (n—1)Qp(& V4, Vo, Hy, ..., Hp 1)
=nQr&,V1,Vo, Hy,..., Hp1)

Finalmente, por las propiedades mencionadas de {27, la expresion también se cumple para un
nimero mayor de vectores tangentes verticales, y asi la expresion es cierta en general. |

Como resultado inmediato, tenemos

Corolario 3.3.15. Si~v € Zg, entonces Im~y C Zs.

y en general,

Proposicién 3.3.16. Si~y € Z,, entonces Im~y C Z,.

Demostracion. Si~y € Z, (lo que implica que existe v € T'Z, tal que LvQ\EH = 0), entonces para
cada u € M definimos H., ) := Ty (TuM) @ (v(u)).

Tenemos que justificar en cada paso que H. ) € T’ (y)Za, lo que significa probar que Ty, (T, M) C
TywZay v(u) € T’y (u)Za- La primera afirmacion es cierta, por la construccién de los subconjuntos.

Para ver que v(u) € T'(y)Za, procedemos de forma inductiva comenzando en a = 2, para el cual
el resultado es cierto por el corolario anterior.

Asumimos que es cierto hasta el paso a-ésimo, y probamos que v(u) € Tv(u)ZaH.

Como v € Za+1, existe v € TA,ZQ tal que LUQNL = 0. Por lo tanto, existe una curva ¢ : (—e,&) —
Z, (y por tanto Im(c)(t) C Z,) tal que ¢(0) =~ y ¢(0) = v. Deducimos que v(u) € Ty ) Za- 1

Nota 3.3.17. Supongamos ahora que X admite una descomposicién. En el caso en que z € Z,
es tal que mxz(z) pertenece a la imagen de la descomposicién, y h, es integrable, entonces existe
Y E Zy, vy u € M tal que y(u) = z.

Como antes, probamos primero el caso a = 2. Si ¢ es una seccién horizontal local de h en z,
entonces usamos la descomposicién para definir la curva c;(t) que verifica las ecuaciones de De
Donder en Z, y proyecta en la descomposicién, por lo que podemos tomar v = c¢;(t) para algin ¢.

Para el caso a > 2, simplemente obsérvese que si H () C T’ (y)Za, entonces ¢;(t)(u') debe ser
tangente a Z, para todo v/ € M, y un argumento similar al de la seccién precedente prueba que
v =c;(t) € Z,.
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3.3.5. Corchetes

Noétese que, en general, la tnica propiedad de (/ZVL que podemos garantizar es que es presim-
pléctica, pues no podemos garantizar la unicidad de campos de vectores hamiltonianos asociados a
funciones definidas en Z. Para mas detalles, ver [107] y [111] (y para orden superior [110]).

Definicién 3.3.18. Dada una funcién f en Z y un campo de vectores & en Z, diremos que f es
una funciéon hamiltoniana, y que & es un campo de vectores hamitloniano para f si

LEQL = df
Proposicién 3.3.19. Si a es una n-forma Hamiltoniana en Z para 2, que es exacta en 0Z,

digamos ajpz = df3, entonces & es una funcion hamiltoniana en Z para Qr. Mds precisamente, si
X es un campo de vectores hamiltoniano para o, entonces Xg definida en Z por

es un campo de vectores hamiltoniano para &

Demostracién. Tomemos un vector tangente & a Z, entonces por el lema (3.3.5)
@), = [ vt [ vsen
M oM

:/ fy*agda+/ ’y*dbga—/ Y redf
M M oM

= / Yiedo = / Yierx, QL = LXQQNL(E)H.
M M
lo que prueba que d& = ¢ X&(/ZVL. |

Si f es una funcién hamiltoniana en Z, entonces su campo de vectores hamiltoniano asociado
esté definido salvo un elemento del nicleo de Qj,, por lo tanto, podemos definir la operacion corchete
para estas funciones como sigue.

Definicién 3.3.20. Si f y g son funciones hamiltonianas en Z, con campos de vectores hamilto-

nianos asociados Xy y X4, entonces definimos :

{f,9} = Qu(Xs, X,)

Nétese que i€l = 0, por tanto, si a1 y ao son formas hamiltonianas exactas en el borde,
entonces ip{aq, as} = 0.

Proposicion 3.3.21. Si a1 y ag son n-formas hamiltonianas exactas en 0Z, entonces

{d,da} = {a1, a2}
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Demostracion.

{a1,d2} = Qp(Xaq,, Xa,) = / VU Xyt X0, 2L = / v H{ar, a2} = {a1, az}.
M M
|

En [17, 50, 51] y [58] los autores exploran las propiedades de una generalizacién del corchete,
que satisface la version graduada de ciertas propiedades, tales como la antisimetria y la identidad
de Jacobi.

Nota 3.3.22. Alternativamente podriamos usar el espacio de datos de Cauchy Z*, definido de
la forma obvia, aunque no ganariamos nada. De hecho, si suponemos por simplicidad que L es
hiperregular, tendriamos un difeomorfismo legy, : Z — Z* definido por composicién:

legr(y) = legr oy
para cada y € Z.

Si el lagrangiano no es regular, pero es al menos casi regular, es posible desarrollar el esquema
correspondiente. El iinico punto delicado es que debemos considerar el problema de segundo orden
correspondiente en el lado lagrangiano.

3.4. Triples de Tulczyjew en teorias clasicas de campos

A la vista de la identificaciéon de TT*M con T*T M introducida por Tulczyjew en [153, 154], en
nuestro trabajo de investigacion hemos desarrollado las mismas ideas para extender el resultado a
variedades de jets. Los resultados que siguen a continuacién estdn contenidos en [116].

3.4.1. EIl multisimplectomorfismo &

Consideremos el fibrado vectorial A§+2Z con elementos genéricos de la forma
aidy’ A d" Tz + bfdzli Ad g

Esto nos permite introducir coordenadas locales (z*, v, Z;iu a;, bl') en la variedad A;L”Z )
Por otro lado, denotaremos por J'Z* la variedad de 1-jets de secciones locales de la fibracién
wx gz« Z* — X. Tenemos una proyeccion candnica

iy g J 2 — Z

Denotemos por (zH, ', P, vl pl) las coordenadas inducidas en J 17* con respecto a mxz« 1 Z* —
X, tales que

jlﬂ-YZ* (:UH’ yi7pi'$7 y;,pfy) = (xuv yiv ylzj)

Definamos una aplicacién
a:J'ZF — AT Z
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por

a(@ 'l yh, o) = (a0l Y PPl
m

La aplicacién o es una submersién suprayectiva, o equivalentemente, o : J'Z* — ASHZ es
una fibracién. Para obtener un difeomorfismo, debemos “reducir” la variedad J'Z*. Para hacer
esto, introducimos la siguiente relacién de equivalencia:

jial = j;ag si y sOlo si tienen la misma divergencia,

que en coordenadas locales (z#,y', pl', y%, pl ) and (z#, 5, p', 4%, plt)) significa
7=y, p=p' g=vl, D ph=> 1.
i i

—~—

La variedad cociente correspondiente se denotard por J'Z*, y tenemos una fibracién pr :
J1Z* — J1Z*. La aplicacién inducida

d:ﬁ?* —>AS+QZ

es un difeomorfismo, y tenemos una proyeccién inducida

Jlmy gz« 7 — 7
Por tanto, podemos transportar la (n + 2)-forma multisimpléctica canénica (Qz)5"2
= —d(02)52 en AIT2Z a J1Z* tal que (J1Z*,Q,) es una variedad multisimpléctica, donde
Qo = &*((Q22)57).

Nota 3.4.1. Siguiendo la terminologia introducida por W.M. Tulczyjew en el contexto simpléctico,
y de acuerdo con la definicién 2.2.4, podriamos llamar (J1Z*,,) una variedad multisimpléctica
especial, pues es multisimplectomorfa a un fibrado de formas, y la (n + 2)-forma multisimpléctica

es Qy = —dO, (donde O, = a*(07)57?). Ademis, el diagrama 3.4 es commutativo.
— o
J1Z* - A;HZZ
iy g TzayT2z
A

Figura 3.4: El morfismo &

Sea L : Z — A" X una forma lagrangiana, esto es, L es una (n + 1)-forma en Z a lo largo
de la proyeccién nxyz : Z — X.

Definimos

NL = {’LL S ﬁ\Z/*| (jlﬂxz*)* (dL)u = (@a)u}
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Teorema 3.4.2. NIL es una subvariedad (n + 2)-lagrangiana de la variedad multisimpléctica

jl\_Z/*,Qa . Ademds, las ecuaciones locales que definen Ny son las ecuaciones de Euler-Lagrange
L
para L, donde I = Ln.

Demostracion. De la definicién se sigue que

d(NL) = imdL,
Ademas, se verifica
(02)57 = aidy' Nd" Mz 4+ bdz, ANd e
a*((02)5%%) = pldy' Nd" e+ plldy), N d" e
oL . . oL .
dL = dyt AdV e+ ——dyt A dV
oy Y T B W z

Puesto que

(j'mxz+)"(dL) = Oq

si y sélo si

*

pri(jimxzs (dL) —©q) =0

lo cual es equivalente a
(j'7xze)"(dL) = a*(02)5+2,

deducimos que N]L esta localmente definido por

oL
S - a0
w
oL
po_ 9 1
jos o7 (3.17)

Las ecuaciones (3.16) implican que &(N ) = ImdL, y por tanto N es una subvariedad (n + 2)-
lagrangiana de (J1Z*,Q,).

Aln més, tenemos que

Z B k3 ( GL) 0L
# Piy ” dxk 0z," Oyt

que son justamente las ecuaciones de Euler-Lagrange para L. |

3.4.2. EIl multisimplectomorfismo B

Recordemos que existe una correspondencia biunivoca entre conexiones en la fibracién wx z« :
Z* — X y secciones de la prolongacién 1-jet 7«1z« : J'Z* — Z* (puntualmente tenemos
correspondencia biunivoca entre subespacios horizontales el la fibracién mxz+ : Z* — X y 1-jets
en J1Z*)
Definamos la aplicacién
. o7l % n+1 r7*
B:JZ"— Ny Z
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como sigue: dada una conexién h* en la fibracién 7mxz+ : Z* — X, tomamos la (n + 2)-forma

ﬁ(h*) = ih* Qh - th.

Una (n + 2)-forma arbitraria en A52Z* se escribe como
Aidy' Nd" o+ Bldpl A d™ e

de forma que podemos introducir coordenadas locales (z*, ", pf , A, Bla) en ASHZ *,

Si llamamos

(D0 D, D
gor) = dor T Un gy pj“@p

o equivalentemente,
h>|< (Q:My yZ7 pél) = (xll«, yz7p77 yllu pjuu)

(cuando h* se considera como seccién de J'Z* — Z*), entonces un calculo directo muestra que

. 4 . OH
B(xuvylupél)yfupzu) 7y pz’z pz,u a YR yL—FW)
)

La aplicaciéon 8 es una submersién suprayectiva. Por tanto, para tener un difeomorfismo con-
sideramos la aplicacién inducida 3 : J1Z* — Ag”Z *. Por tanto, obtenemos un diagrama conmu-

tativo 3.5, donde p : JVZ* — Z* es la proyeccién inducida desde la canénica p : J1Z* — Z*.

iz - Ap*2z°

P 7TZ* ASH-? Vi

Z*
Figura 3.5: La aplicacién f3

Definamos una (n+2)-forma ©3 en JLZ* como 05 = F*((©2)5™2). Por tanto, el par (ﬁ\Z/*, Qp),
Q03 = —dOg, es una variedad multisimpléctica del tipo (n + 2,2).

Nota 3.4.3. Debe notarse que el par (ﬁ\Z/*, 23) es una variedad multisimpléctica especial.

Teorema 3.4.4. Sea h* una solucién de las ecuaciones de De Donder. Entonces, la proyeccion Ny,
de la imagen de h* por pr es una subvariedad (n + 2)-lagrangiana de la variedad multisimpléctica

(J1Z*,Q3). Ademds, las ecuaciones locales que definen Nj, son las ecuaciones de Hamilton para h.

Demostracion.

Puesto que
(©2-)572 = Aydy’ Nd"'x + Bldpl Ad"
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tenemos que

F((©2:)57%) = Wy + 5 )y’ A"t (ot o)dpl "

0
a 7
Por lo tanto, la proyecciéon N}, de la imagen de h* por pr es la imagen inversa de la seccién cero de
AJT2Z* |y asi, es una subvariedad (n 4 2)-lagrangiana de (J1Z*, Q).

La segunda parte del teorema es una consecuencia directa de las observaciones anteriores. |

3.4.3. Relacionando a y B

Las construcciones anteriores se recogen en el diagrama 3.6.

An+2Z Jl 7 An'i_QZ>k

T n+2 T s AM+2 7y
ZAX %Z\ /A z

Figura 3.6: Relacionando & y @

Puesto que

pri(©y) = pwdy Ad" g + pl dyu Adi g

. OH . L oH .
(0 = (ph, + 5 dy' Ad" a4 (—y s M)dpz AdV g

deducimos que

pri(©a —Og) = dh— (y,dp! +pldy,) Nd"a
dh — d(pl'y},) Nd" 'z
= d(h—(py,) Nd" ')
lo que implica que Q, = €.

Teorema 3.4.5. Sea L un lagrangiano regular, y supongamos que h = legr, o (Legr)~*. Entonces,
Np, = Np.
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cAPITULO 4

Simetrias y cantidades conservadas

Uno de los conceptos mas interesantes en el estudio de los sistemas dinamicos de todo tipo
son las simetrias. Este bien conocido concepto tiene en el famoso teorema de Noether uno de
sus resultados m&s importantes, que para sistemas dindmicos de tipo mecédnico (las ecuaciones
de evolucién se obtienen por minimizacién de la accién definida por un lagrangiano), descubre la
presencia de cantidades conservadas (esto es, funciones constantes a lo largo de soluciones) para
cada simetria del lagrangiano. Las cantidades conservadas producen una valiosa informacién sobre
un sistema (ver [97, 122, 133, 138, 142, 143)).

Atn maés, en mecdanica clésica, el concepto de simetria puede ser también utilizado para reducir
la complejidad del sistema, por ejemplo mediante el proceso de reduccién simpléctica (definido
por Marsden y Weinstein), que conduce a ecuaciones simplificadas definidas en una variedad de
dimension inferior, y el subsiguiente proceso de reconstruccién de las soluciones originales desde las
soluciones en el espacio reducido.

El concepto de simetria del lagrangiano se ha generalizado a transformaciones del espacio de
fases que preserva otros objetos geométricos tales como la 1-forma de Poincaré-Cartan (ver [111,
117, 142, 143)).

En este capitulo, estudiaremos la clasificacion de las simetrias para las ecuaciones de campos.
A lo largo de todo el capitulo, supondremos que tenemos una fibracién « : ¥ — X, donde
dimX =n+1,dimY =n+1+m, X es orientada con forma de volumen 7, y tenemos una funciéon
lagrangiana L : Z = J'r — R.

Si X tiene borde dX, también lo tiene Z, definiendo 07 := ﬂ;(IZ(@X ). Una condicién de frontera
se introduce como un subfibrado B C 07 de la fibraciéon 0Z — 9X.

Usaremos los conceptos y notaciones de capitulos precedentes. Los resultados descritos en este
capitulo han sido publicados en [115].
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4.1. Simetrias de las ecuaciones de Euler-Lagrange

En nuestro marco para teorias de campos, definimos una cantidad conservada como sigue.

Definicién 4.1.1. Una cantidad conservada para las ecuaciones de FEuler-Lagrange es una
n-forma o en Z tal que (j1¢)*da = 0 para cada solucion ¢ de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
St a es una cantidad conservada, entonces & se llama su momento asociado.

Notese que si « es una cantidad conservada, y A es una forma cerrada, entonces a+A es también
una cantidad conservada. Igualmente, si 7 es una n-forma que pertenece al ideal diferencial Z(C),
entonces « + v es también una cantidad conservada (ver [138] para una discusién més extensa).

Pasamos ahora a obtener cantidades conservadas a partir de las simetrias.

4.1.1. Simetrias del lagrangiano

Definimos la nocién de simetria basada en variaciones de la (n + 1)-forma de Poincaré-Cartan
a lo largo de campos de vectores. Supongamos que £y es un campo de vectores definido en Y, y
designemos por F' la funcion tal que

£ L —FneZ(C)
&

con expresion local

0 . oy
F=eDw)+ <ai~i + 2 82’;) L. (4.1)

Tras un computo laborioso, se obtiene que

OF
£0)01 _Fn+a—emd”

oy OL O OLY i
<8y3 9z, oy o 0" Nd"x,, (4.2)
ijf ) 7 n— 1
= 9 9 29 Ndy A d

Definicion 4.1.2. Un campo de vectores &y en 'Y se dice que es una simetria infinitesimal del
lagrangiano o una sitmetria variacional si £ (1)@L € Z(C) (el ideal diferencial generado por

las formas de contacto), 53(/1 es tangente a B y ademas verifica £ W, II=0

Sélo vamos a trabajar con simetrias infinitesimales, que llamaremos por brevedad simplemente
simetrias.

De la definicién y la expresién (4.2), es obvio ver que

Proposicién 4.1.3. Si un campo de vectores &y en Y es una simetria del lagrangiano, entonces
F =0 (donde F fue definida en (4.1)).
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Nota 4.1.4. En nuestra construccién, elegimos como definicién de la (n + 1)-forma de Poincaré-
Cartan:
Or =L+ (S,)"(dL)

0, en coordenadas fibradas,
oL .
O =Ld" 'z + —0' ANd"z,
0z},
Si n > 0 es posible generalizar la construccién de la (n + 1)-forma de Poincaré-Cartan de varias
maneras. El tinico requisito es que la (n+1)-forma 7y z-semibdsica resultante sea Lepage-equivalente
a L, esto es,

©—-LeI(C)
e iyd® € Z(C) donde V es un campo de vectores my z-vertical arbitrario. Localmente,

O=0r+- - (4.3)
donde los puntos significan términos que son al menos 2-contacto (ver [7, 31, 62, 71, 86, 89, 90, 91]).
Obviamente, todas ellas resultan en las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange.

Por lo tanto, podemos sustituir en las definiciones 4.1.2, 4.1.8 y 4.1.13 la (n + 1)-forma de
Poincaré-Cartan por cualquier (n + 1)-forma que sea Lepage-equivalente a ©p. Obviamente, las
simetrias de las ecuaciones de Euler-Lagrange son independientes de la clase de (n + 1)-forma
Lepageana que aparece en la definicién.

Tenemos también los dos siguientes casos especiales, que se deducen facilmente de la expresién

de F.

Proposicién 4.1.5. Si &y es una simetria del Lagrangiano proyectable (Twxy (&y) es un campo

m
de vectores bien definido, o localmente 8622 =0), o bien si dim X =1 (n =0), entonces
£ .10, =0
3%
o0, equivalentemente,
£.nL=0
Y
Por lo tanto,
m
Wy = -5 %y

Demostracion. Mirando atentamente las dos ultimas lineas de la expresién de (4.2), vemos que
o8, _
oyt

si &y es proyectable, entonces esos dos términos se anulan, puesto que 0, y el resto debido a

la proposicion 4.1.3.

Cuando n = 1, la tltima fila no existe, y la segunda fila se anula por repeticion de coordenadas.
El resto se sigue trivialmente de las definiciones y expresiones precedentes. |

Como una consecuencia directa de la proposicion 2.3.8, tenemos

Proposicién 4.1.6. Las simetrias del lagrangiano forman un subdlgebra de Lie de X(Y').
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Teorema 4.1.7. (Teorema de Noether). Si &y es una simetria del lagrangiano, entonces LE(l)@L
Y

es una cantidad convervada que es exacta en el borde B.

Demostracion. Tenemos que

£ .10 =—1. QL +d.1)Or
Y &y Y

Si ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces
0=('¢)"£,00L=—("0)"1,w% + (j'¢)*d, 1O,
gy éhY EY
donde el primer término se anula por las ecuaciones de Euler-Lagrange en su forma intrinseca (ver
proposicién 3.1.10).

Finalmente, para ver que es exacta en el borde, nétese que de las propiedades de las simetrias

del lagrangiano en el borde inferimos que ¢ e dll = —du D II, y de ahi obtenemos que
Y |B Y |B

iE(L§<Yl>9L) =ty dll = —di ) 11

Y ' |B Y |B
como queriamos probar. |
Observar que sin la condicién de frontera obtendriamos que (j1¢)*du e O = 0, pero no podemos
Y
asegurar que sea exacta en el borde.

La cantidad conservada puede ser escrita en coordenadas como

) oL v oL 7 n oL v % n—1
<|:L_Z’u'aZZL:| §X+8Z£§Y>d Ty 8ZL£Xdy ANd xl“/

4.1.2. Simetrias de Noether

Definicion 4.1.8. Un campo de vectores &y en'Y se dice que es una simetria de Noether o una
simetria de divergencia si hay una n-forma en'Y cuyo pullback o a Z (el cual debe ser exacto
a = df en B) verifica ££(1)6L —da€ZI(C),y 58) es tangente a B y verifica £§<1)‘BH =0

Y Y

La relacion dy' = 6" + z;,dz" nos permite escribir a localmente como

a:audxo/\.../\dﬁ/\.../\dz”vLG
para 0 € Z(C) y

oot . Oat
da — Z(@ 5y )n € Z(C)
1"

Por tanto, si definimos:

~ oot . Oat
Fere (G gy )
o

deducimos que
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Proposicion 4.1.9. Si un campo de vectores £y en'Y es una simetria de Noether, entonces F=0.

De forma similar,

Proposicién 4.1.10. (1) Si &y es una simetria de Noether wxy —proyectable, entonces
£ 101 = da
Y
Ademdas,
H H
Wy - N~ Ry, do”
& (L) = ZM: (d:p#L+ o
(2) Sidim X =1 y & es una simetria de Noether, entonces

£.010r =da
Y

Proposicién 4.1.11. Las simetrias de Noether forman una subdlgebra de Lie de X(Y'), que contiene
al dlgebra de Lie de las simetrias del Lagrangiano.

Demostracion.

£ @L:££(1)£<(1)@L—£<(1)£€(1)®L:£ (dag + 03) — £ (1 (dag + 61)
vy Sy vy &y

35 ¢

= d<££§,1)a2 — £C§/1)041) + £§$)92 — £C(Yl)91

(€M M)

y ££(1)92 — £C(1)01 S Z(C).
Y Y

Finalmente, puesto que §§,1 ) y C§,1 ) son tangentes a B, entonces | 8 ), Ci(,l )] es también tangente a

B. Tenemos también que £ 1) .y, =L,y £,y U—L a1y £,y I=0en B,y quesia;y
&Gy }IB £y |B Cy |B Cy |B 3% |B
o son exactas en B, también loes £.a1) as — £ 1) 1. 1
& B &

Teorema 4.1.12. (Teorema de Noether). Si&y es una simetria de Noether, entonces L§(1)@L—Oé
Y

es una cantidad conservada que es exacta en el borde.

El teorema se prueba de forma andloga a como lo hicimos para las simetrias del lagrangiano.
Sélamente hacemos una pequena modificacién para ver que es exacta en el borde:

i*B(ngp@L —a) =10 dl—dB=d(—t,a II-0)

Y'|B & B

4.1.3. Simetrias de Cartan

Definicion 4.1.13. Un campo de vectores £z en Z se dice que es una stmetria de Cartan si su
flujo preserva el ideal diferencial Z(C) (en otras palabras, q/);,tei € Z(C), o localmente, £¢,Z(C) C
Z(C)), y existe una n-forma o en Z (que debe ser exacta o = dff en B) tal que £¢,01 —da € Z(C),
§z es tangente a B y verifica £¢, 11 =0.

Proposicién 4.1.14. Las simetrias de Cartan forman un subdlgebra de X(Z).
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También tenemos que, con el mismo tipo de pruebas que anteriormente,
Teorema 4.1.15. (Teorema de Noether). Si {7 es una simetria de Cartan, entonces v, 01 — o

es una cantidad conservada exacta en el borde.

Tenemos también las relaciones obvias entre los diferentes tipos de simetrias expuestos arriba.
Cada simetria del lagrangiano es una simetria de Noether. Y la prolongacién 1-jet de una simetria
de Noether es una simetria de Cartan. Reciprocamente, es obvio que una simetria de Cartan es la
prolongacion 1-jet de su proyeccion, que es, por tanto, una simetria de Noether.

Y finalmente,
Proposiciéon 4.1.16. El flujo de simetrias de Cartan lleva soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange en soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Demostracion. Sea 1%, el flujo de una simetria de Cartan £z.
Para cada seccién ¢ € I'(m), podemos definir localmente
Wy x =mxz 0Py 04
1/)% y = Idx, de donde, para t pequeno, ¢fb, y es un difeomorfismo. Analogamente, definimos
Vhy =mygzoyojlponxy
Con los mismos argumentos vemos que para t pequeno, Q,Z);Y es también un difeomorfismo.
Si ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces el flujo transforma ¢ en
7/&?5,3/ ogpo (@Z’fﬁ,x)_l
Ahora bien, para 6 € C,
(W05 @0 (Y x) )"0 = (W5 x) ™) (710) (%) "0 =0

porque £z es una simetria de Cartan. Esto significa que %, o jltéo (1% X)_1 es la prolongacion 1-jet

de su proyeccién a Y,

myz oWz 0 do (Vg x) T =Wy odo (Vg x) !
En otras palabras,
JH Wy 0 do (WG x)T) = vy oido (vh x)!
Ahora tenemos que ver que las soluciones transformadas verifican las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Las ecuaciones anteriores muestran que, siendo la simetria tangente a B, las condiciones de frontera
seran satisfechas.

Ademas, para cada subvariedad (n + 1)-dimensional compacta C, y cada campo de vectores
¢ € V(r) vertical, que se anula en dC (y por lo tanto, también lo hace £1),

/ Gy 0 60 (¥ x) )" £e O
@5 x)(O)

J.

— [[whoiler£nen= [ (167w £cnen

(Wyoi'do (Wl x) ™) £ OL
)(©)
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por medio de un cambio de variable. La anulacién de la expresion anterior es infinitesimalmente
equivalente a la anulacién de

/C(j1¢)*£§z£g<1)91;—/C(jlﬁﬁ)*f[gzgm}@L—/C(j1¢)*fg<1)£5z@L

y finalizamos viendo que

A(j1¢)*£[gz,§(l)]@L = —/C(jlﬁb)*ﬁ[gz,g(l)]QL +/C(J'1¢)*dﬁ[gz,g(l)]@L =0

donde el primer término se anula porque ¢ es una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, y
el segundo por la condicién de borde en £; ademas

/C(j1¢)*£g<1)£529LZ/C(jl¢)*£g(1>(da+9)
. 1k 1k .
—/BC(J ?) ££(1)Oe—|—/o<] ¢) £y =0

donde el primer término se anula de nuevo por la condicién de frontera de &. |

4.2. Simetrias de las ecuaciones de De Donder

En la discusién de la seccion precedente, hemos usado en el teorema de Noether el hecho de
que, para una soluciéon ¢ de las ecuaciones de Euler-Lagrange, tenemos que

(j'e)*0=0

para elementos 6 del ideal diferencial generado por las formas de contacto. Sin embargo, este
resultado ya no es cierto para las soluciones de las ecuaciones de De Donder (especificamente
cuando el lagrangiano no es regular). En otras palabras, si o es una solucién de las ecuaciones de
De Donder, entonces no necesariamente

o0 =0

para 6 € Z(C).

Por lo tanto, nuestra definicién de simetria debe ser mas restrictiva cuando tratamos con las
soluciones de las ecuaciones de De Donder.

Definicion 4.2.1. Una cantidad conservada para las ecuaciones de De Donder es una
n-forma o en Z tal que o*da = 0 para cada solucion o de las ecuaciones de De Donder. Si o es
una cantidad conservada, entonces & se llama su momento asociado.

También notar que si « es una cantidad conservada, y 3 es una n-forma cerrada, entonces a+ (3
es también una cantidad conservada.

De la ecuacién (3.9) deducimos facilmente la siguiente
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Proposicién 4.2.2. Sea h una solucion de la ecuacion en términos de conexiones (3.8). Entonces
a es una cantidad convervada para las ecuaciones de De Donder si y solo si da es anulada por n
vectores tangentes horizontales en cada punto.

Definicion 4.2.3. Tenemos las siguientes definiciones de simetrias de las ecuaciones de De Don-
der:

(1) Un campo de vectores {&y en Y se dice que es una simetria del lagrangiano, o una
sitmetria variacional si

£ (I)G)L =0
&

Y §§,1) es tangente a B y verifica £5(1>|BH =0.
Y

(2) Un campo de vectores &y en'Y se dice que es una simetria de Noether, o una simetria
de divergencia si
£.1), O =dua
3%

|5

donde « es el pullback a Z de una n-forma en'Y (que debe ser exacta o = df3 en B), fg) es
tangente a B y verifica ££(1) II=0.

Y |B

(8) Un campo de vectores £z en Z es una simetria de Cartan si
Le,01 = da

donde a es una n-forma en Z (que es exacta o« = df en B) (o, equivalentemente, si existe una
n-forma o/ tal que

LgZQL = dO/
podemos poner o/ = a+1¢,01), en otras palabras, si {7 es un campo de vectores hamiltoniano, £z

es tangente a B y verifica £¢,),11 = 0.

Hay relaciones obvias entre estos tipos de simetrias, de forma completamente andloga a las
simetrias para las ecuaciones de Euler-Lagrange. De forma adicional, toda simetria del lagrangiano
(resp. de Noether, de Cartan) para las ecuaciones de De Donder es una simetria del lagrangiano
(resp. de Noether, de Cartan) para las ecuaciones de Euler-Lagrange.

También notar que un célculo breve nos muestra que, en el caso de las simetrias de Noether, «
debe ser necesariamente el pullback de una n-forma semibdsica en Y, localmente expresada como

a(z,y, z) = o (z,y)d"x,

Notese que de la definicién de simetria de Cartan, y usando la férmula de Cartan, obtenemos
te, 2 = d(1g, 01 + @)

y por lo tanto die, €y, = 0, de donde
Le, Q=0

Teorema 4.2.4. (Teorema de Noether) Si &z es una simetria de Cartan, tal que £¢,01 = da,
entonces 1,0 — a es una cantidad conservada que es ademds exacta en el borde.
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Como prueba se repiten los pasos dados para el teorema de Noether para las ecuaciones de
Euler-Lagrange, donde ahora
£¢,01 — da

se anula por definicion.

En el caso de lagrangianos regulares y n > 0, un calculo similar al de la Proposicién 3.3 para la
expresion £¢, €y, = 0 produce dos términos

O’L Oty

82/3821]; dyF

dz A dy' A dy® A A"y, =0

O2L  OCk

WP Azl N dy' A d2E A dV g, =0,
peey A

que muetran que las simetrias de Cartan son autométicamente proyectables. Por este motivo, y
puesto que las simetrias proyectables son tipicas en ejemplos provinientes de la fisica, enfatizamos
el papel de los campos de vectores proyectables a X.

También notar que las simetrias de Cartan preservan los subespacios horizontales en el forma-
lismo de las conexiones.

Proposicion 4.2.5. Supongamos que L es reqular. Si £z es una simetria de Cartan para las
ecuaciones de De Donder, entonces £z preserva la distribucion horizontal de cualquier solucion T’

de (3.8).

Demostracion. Puesto que {z es una simetria de Cartan, entonces £¢,{};, = 0. Por lo tanto,
LeyinL =0
para toda solucién I' de (3.8) con proyector horizontal h .
De aqui,
0 = (Leyip) (&0.&,--.&)
n

= &7 (ipQL(&0, &, &) — ZihQL(Em v [€z:8al - 6n)

a=0

= &7 (e Q6o 6 60)
b=0

- Z (_1)bih(£b)QL(£07"'a[EZagaL"wé;)v""gn)
0

ISP
S

, b
4
- (_1)b+1ih[§z7£b}QL(§lv"‘75)7"‘7§n)

b=0
n

— (fgzih(éb)QL) (€0ree s Gor ) = Y i QL Er )

b=0 b=0
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Primer caso: (n > 1). Puesto que Q7 es multisimpléctica y £¢,Q7, = 0 deducimos que

[€2,0(5)] = hl§z,€]  VE € X(2),

lo que implica que la distribucion horizontal asociada a I' es h-invariante.

Segundo caso: (n = 1). Tomando £ = % entonces h(&) = {1, es el campo de vectores de Reeb
de la estructura cosimpléctica (€2r,dt) (siendo L regular). Adn més, usando la notacién d; = %,
tenemos que

h[¢z, %] = —di7€r, dt([€z,€0)] = diT

donde dt({z) = 7. Por lo tanto,

0
dt —h —1) =
([fz,fL] €2, at]> 0
Puesto que (2, dt) es una estructura cosimpléctica, deducimos que

0
€z, €Ll =hlEz, 5] = —(diT)eL, (4.4)
lo que implica el caracter invariante de la distribucion (£r,). Obsérvese que la ecuacién (4.4) es la
definicién clasica de una simetria dindmica para un sistema mecanico dependiente del tiempo.
Atun miés, las condiciones de borde se satisfacen porque £ preserva B. |

Finalmente, justificaremos que se trata de verdaderas simetrias que transforman soluciones de
las ecuaciones de De Donder en soluciones de las ecuaciones de De Donder.

Teorema 4.2.6. Fl flujo de las simetrias de Cartan lleva soluciones de las ecuaciones de De
Donder en soluciones de las ecuactones de De Donder.

Demostracion. Si o es una solucién de las ecuaciones de Donder, y £ € X(Z) es una simetria de
Cartan con flujo ¢, y definimos para cada t

Yy i=Txz0P00

entonces afirmamos que ¢; o g 0 ¢, 1 es una solucién de las ecuaciones de De Donder. Siendo la
simetria tangente a B, las condiciones de frontera se satisfardn automaticamente.

Puesto que vg = Id, ¢ es un difeomorfismo local para t pequeno. Por lo tanto, ¢; o o o ¢;1
tiene sentido para t pequeno. Para probar que

(proooty ) (exr) = (¥ ) 0% (1xQr) = 0

es suficiente con ver que
* %
g ¢t (L XQ L) =0

para ¢ en un entorno de 0. Ahora bien, para t = 0, esta ecuacién se reduce a las ecuaciones de De
Donder, por lo tanto, basta ver que
O'*(fngQL) =0
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Usando de nuevo las ecuaciones de De Donder,
0=0"(1e,x)) = 0" (LetxQ) — 0" (ex £8201)

Pero
LeQp = —dLeOp = —dda =0

lo que completa la prueba. |

4.3. Simetrias de sistemas lagrangianos singulares

Para el caso de lagrangianos singulares (descrito en la seccién 1.4.2), consideramos difeomorfis-
mos ¥ : Z — Z que preservan la (n + 2)-forma de Poincaré-Cartan Qf, (esto es, ¥*Qp = Q) y son
Tx z-proyectables.

Proposicién 4.3.1. Si un difeomorfismo V : Z — Z que verifica V(B) C B, preserva la (n+ 2)-
forma Q5 y es wxz-proyectable, entonces se restringe a un difeomorfismo VY, : Z, — Z,, donde
Z, es la subvariedad a-ria de ligaduras. En particular, ¥ se restringe a un difeomorfismo Wy :
Zy — Zy.

Demostracion. Si z € Z7 entonces existe una aplicacion lineal h, : T,7Z — T, Z tal que hz =h,,
kerh, = (Vrxz).y
in, 2 (2) = nr(2)
Consideremos la ecuacién

hq,(z) =T,Woh,o T\I,(Z)\Iffl

Es claro que hy ;) es lineal y hgl,(z) = hy(;). Alin més, puesto que ¥ es mxz proyectable entonces
ker hy(,) = (Vmx7)w(s). Finalmente, puesto que U*()y, = )y, entonces

iy, QL (¥(2)) = n(¥(2))

Por lo tanto, si z € Z; se deduce ¥(z) € Z;. Asi, la proposicién es cierta para a = 1. Supongédmosla
ahora cierta para a = [, y la probaremos para a =1 + 1.

Sea z un punto en Z;,;. Entonces, existe h, : T,Z — T,Z; lineal tal que hﬁ = h,, kerh, =
(Vrxz): E iy Qp(z) = nfp(z). Puesto que ¥(Z;) € Z; y ¥ es un difeomorfismo, entonces
T.Y(T.7;) C Tg,(z)Zl. Por lo tanto, h\p(z) : T\I,(Z)Z — T\p(z)Zl y VU(z) € Z;y1. También tenemos
que h(T'By) C TBy. |

Corolario 4.3.2. Sea {7 un campo de vectores mx z-proyectable en X tal que £¢,8);, = 0, entonces
£z es tangente a Zy

Corolario 4.3.3. Una simetria de Cartan que es mwx z-proyectable es tangente a Zy

La proposicién 4.3.1 motiva la introduccién de una clase mds general de simetrias. Si Zy es
la subvariedad final de ligaduras, y if1 : Zy — Z es la inmersién candnica, podemos entonces
considerar la (n + 2)-forma Qz, = i},Qp, y la (n + 1)-forma ©7, = i},0r, y analizar ahora un
nuevo tipo de simetrias.
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Definicién 4.3.4. Una simetria de Cartan para el sistema (Zy, sz) es un campo de vectores Zy
tangente a Zy N B tal que °€5zf@Zf = dag,, para cierta oz, € N"Zy.

Es claro que si £z es una simetria de Cartan para las ecuaciones de De Donder, entonces
utilizando la proposicion 4.3.1 deducimos que X| 7, €S una simetria de Cartan para el sistema

(Z§,Q2z,).

4.4. Simetrias en el formalismo hamiltoniano

Podemos también definir simetrias para el formalismo hamiltoniano como hicimos para las
ecuaciones de De Donder, con las que estan intimamente relacionadas por el teorema de equivalencia
en el caso regular.

Definicion 4.4.1. Dado un hamiltoniano h, tenemos las siguientes definiciones de simetrias para
las ecuaciones de Hamilton:

(1) Un campo de vectores & en Y se dice que es una simetria de Noether, o bien una
stmetria de divergencia si hay una n-forma semibdsica en Y cuyo pullback a a ASHY (que
es exacta o = df3 en B*, donde usaremos la misma notacion « para denotar su pullback a Z*)
verifica

(a) El a-levantamiento de &y a A;‘HY es proyectable a un campo de vectores 55(/1*) en Z*
(b) £§§/1*)@h = da, §§/1*) es también tangente a B* y verifica £§§/1*)|B* Im* = 0.
(2) Un campo de vectores £z en Z* es una simetria de Cartan si
Le, O = da
donde « es una n-forma en Z* (que es exacta en B*, es decir « = df3), £z es también tangente a
B* y wverifica £¢,), 11" =0
Como es usual, las simetrias de Noether inducen simetrias de Cartan en Z*.

Supongamos que & es un campo de vectores en Y, y « es el pullback a ASHY de una forma
mxy-semibdsica en Y. Si el a-levantamiento de & a ASHY proyecta en un campo de vectores en
Z* entonces £y es una simetria de Noether.

Teorema 4.4.2. (Teorema de Noether) Si &z« es una simetria de Cartan, tal que £¢,. O, = do,
entonces 0*d(t¢,.©p — o) = 0 para cada solucion o de las ecuaciones de Hamilton. Atin mds,
L¢,. On — a es exacta en OZ*.

La demostracién de este teorema es completamente analoga al del teorema de Noether para las
ecuaciones de De Donder.

Finalmente, justificamos que son verdaderas simetrias, que llevan soluciones de las ecuaciones
de Hamilton en soluciones de las ecuaciones de Hamilton.

Teorema 4.4.3. FEl flujo de las simetrias de Cartan lleva soluciones de las ecuaciones de Hamilton
en soluciones de las ecuaciones de Hamilton.

La prueba es idéntica a la realizada para las ecuaciones de De Donder en el teorema 4.2.6.
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4.5. La transformacién de Legendre y las simetrias

En esta seccién relacionamos finalmente las simetrias de las ecuaciones de De Donder y de
Hamilton, bajo la suposiciéon de hiperregularidad. En esta seccién suponemos por tanto que L es
un lagrangiano hiperregular.

Proposicion 4.5.1. Si s es una simetria de Cartan para las ecuaciones de De Donder, entonces
Tlegr(£z) es una simetria de Cartan para las ecuaciones de Hamilton. El reciproco también es
cierto.

Demostracion. Si aplicamos (legzl)* a la condicion de simetria de Cartan para las ecuaciones
de De Donder obtenemos la condicién de simetria de Cartan para las ecuaciones de Hamilton:

0= (leggl)*(fngL - da) = leegL(gz)(legil)*@L —da = °€TlegL(€Z)®h — da.

donde leg; & = . La convervacién del borde es trivial, por la forma en que B* ha sido definido, y
la compatibilidad via la transformacion de Legendre. |

De forma similar probamos el siguiente resultado:
Lema 4.5.2. Si &y es una simetria de Noether para las ecuaciones de De Donder, tal que ££(1)®L—
Y

da, entonces TLegL(fg})) es el a-levantamiento de &y .

Desde donde obtenemos que

Proposicion 4.5.3. Toda simetria de Noether para las ecuaciones de De Donder es una simetria
de De Donder para las ecuaciones de Hamilton. El reciproco es también cierto.

Demostracion. Tenemos que
Tlegr(§)") = (Tpo TLegr)(&)

por lo tanto, la a-elevacién de £y proyecta sobre TlegL(fg})) en Z*, y como 53(,1) es una simetria de

Cartan, su imagen Tlegr, (§§/1 )) también verifica la condicién de Cartan (puesto que £ Tlegy( §<1>)@h —
Y
~ —1\% —1\% —1\x% :
da = £TlegL(§§/1))(legL )*Or —d(leg; ") a = (leg; ™) (£§$)®L — da) = 0). Como es habitual, uno
puede ver que las condiciones sobre el borde se satisfacen trivialmente. |

4.6. Simetrias en el formalismo hamiltoniano para lagrangianos
casi regulares

En la subvariedad final de ligaduras M tenemos la siguiente definicién (ver [110]):
Definicién 4.6.1. Una simetria de Cartan para el sistema (Mjy, QMf) es un campo de vectores
en My tangente a My N B* tal que £§Mf On, = dan,, para cierto ap, € A" My.

De la cual podemos deducir la siguiente proposicién trivial:

Proposicion 4.6.2. Si {y, es una simetria de Cartan para (Mf,QMf) entonces todo campo de
vectores €z, , tal que Tlegy(€z,) = &m, es una simetria de Cartan para (Z5,{z,).
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4.7. Simetrias en los espacios de datos de Cauchy

Las simetrias de sistemas presimplécticos han sido exhaustivamente estudiadas en [107, 111]
(ver también [43, 69]). En [111] (proposicién 4.1 y corolario 4.1) se probé que para un sistema
presimpléctico general dado por (M,w,A), donde M es una variedad diferenciable, w una 2-forma
cerrada y A una 1-forma cerrada, un campo de vectores & tal que

tew = dG, teA =0
donde G : M — R, es una simetria de Cartan del sistema presimpléctico. Si A = 0 (como es nuestro
caso), la condicién se reduce a tew = dG.

La siguiente proposicién explica la relaciéon entre simetrias de Cartan de las ecuaciones de De
Donder y simetrias de Cartan para el sistema presimpléctico (Z,€).

Proposicién 4.7.1. Sea £z una simetria de Cartan para las ecuaciones de De Donder, esto es,
Le,Op = da. Entonces, el campo de vectores inducido §; en Z, definido por §;(7) =&z07, es
una simetria de Cartan para el sistema presimpléctico (Z, Qr).

Demostracion. Si £¢,0 = do, entonces
i§ZQL = d(Oé — iEZG)L)

esto es, {7 es un campo de vectores hamiltoniano para la n-forma 3 = o —i¢,© 1. Entonces, por la
proposicién 3.3.19 tenemos

ZEEQNL =dp

lo que muestra que EE es una simetria de Cartan para el sistema presimpléctico (Z , QNL) |

4.8. Preservaciéon de cantidades conservadas a lo largo de solu-
ciones

Proposicion 4.8.1. Si«a es una cantidad conservada, y c; es una solucion de las ecuaciones de De
Donder (3.14) tal que su proyeccion cg a X descompone X y a es exacta en B C 0Z (a|p = df),
entonces aco c; es constante; en otras palabras, la siguiente funcion

es constante con respecto a t.

Demostracion. Tomemos dos numeros reales ¢ < to en el dominio de definicién de la curva
solucién, y denotemos por My = c;(t1) y Ma = c¢(t2). Como c ¢ descompone X, entonces podemos
considerar el subespacio U C X identificado con M X [t1,ts], My se identifica con M x t1, My se
identifica con M X to, y denotemos por V el subespacio borde que corresponde a OM X [t1,ts]. A
la vista de (3.13), entonces
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c;(t)*da =0 paratodo t

de donde si integramos y aplicamos el teorema de Stokes, obtenemos

o:/Mz cZ(t)*a+/VcZ~(t)*oz—/M1 ¢y (t)*a

Si ponemos a = df en B, entonces 0 = 00U = 0Ms + QV — dM;, de donde al aplicar de nuevo
el teorema de Stokes, obtenemos

[eawra= [ o= [ e05- [ cpers
1% ov oM, OMs

Corolario 4.8.2. En particular, si &y es una simetria del lagrangiano para las ecuaciones de De

Donder, la formula precedente puede ser aplicada a la cantidad conservada v_1yO1 y obtenemos que

3%
la siguiente integral se preserva a lo largo de soluciones de las ecuaciones de De Donder (3.14)

cuya proyeccion cy a X descompone X :

(1)1 (1)@L+/ e ()1 T
/M Z v om 200 &

La férmula anterior puede encontrarse también en [9].

4.9. Simetrias localizables. Segundo teorema de Noether

Definicion 4.9.1. Una simetria del lagrangiano &y se dice que es localizable cuando £§,1) se anula
en 0Z y entonces para cada par de abiertos U y U’ en X con clausuras disjuntas, existe otra simetria
del lagrangiano Cy tal que

S): 5(/1) en s (U)

C}(,l) =0 en myL(U')UOZ

Teorema 4.9.2. Segundo teorema de Noether. Si{y es una simetria localizable, y c; es una
solucion de las ecuaciones de De Donder (3.14), entonces

—_——

(tey OL)(cz (1)) = 0

para todo t. Por lo tanto, si a = 1¢O, es la cantidad conservada, entonces & es una constante del
movimiento para las ecuaciones de De Donder.

Demostracion. El primer teorema de Noether garantiza que la aplicacién precedente es cons-
tante. Si tomamos tg en el dominio de definicién de c;, la descomposicién espacio-temporal de X
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garantiza que, para t # tg, podemos encontrar, usando entornos tubulares, dos abiertos disjuntos
Uy U’ de clausura disjunta que contienen a I'm(c;(tg)) e Im(c;(t)), respectivamente.

Si (y es la simetria de Cartan garantizada por definicién de simetria localizable respecto a U y
U’, entonces

(teyOL)(c5(t0)) = (¢ OL)(cz(t0)) = (1¢yOL)(cz(t)) = 0.

lo cual finaliza la prueba. |

4.10. Aplicacién momento

En esta seccidn estamos interesados en considerar grupos de simetrias que actiian en el espacio
de configuraciones Y que inducen una accion levantada en Z que preserva la forma lagrangiana.

4.10.1. Accion de un grupo

Si G es un grupo de Lie que actiia en Y, entonces la accion de G en Y puede levantarse a una
accién de G en Z, y el generador infinitesimal de la accién levantada corresponde al levantamiento
del generador infinitesimal de la accién, en otras palabras,

fZ:§§/1)

Definiciéon 4.10.1. Diremos que un grupo de Lie G actia como un grupo de simetrias del
lagrangiano si define una accion en'Y que proyecta en una accion compatible en X, cuya prolon-
gacion 1-jet preserva B, y si el flujo ¢z de &5 verifica

pzL=L,  ¢zlI=1

El hecho de que la accion es fibrada implica que £y es un campo de vectores proyectable. Por
lo tanto, la condicién ¢7, L = L, expresada infinitesimalmente como

£e,L=0,

junto con las dos siguientes consecuencias directas de la definicién:
(i) £z es tangente a B
(ii) £(5Z)|BH =0,

establece el hecho de que £y es una simetria del lagrangiano.
4.10.2. Aplicacién momento
Si tenemos un grupo G de simetrias del lagrangiano que actian en Y, podemos usar la (n + 1)-

forma de Poincaré-Cartan en Z para construir el andlogo a la aplicacién momento en mecanica
clasica.
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Definicion 4.10.2. La aplicacion momento es una aplicacion
J:Z —g"@AN"Z
o alternativamente,
J:Z®g— A"Z
definida por J(z,€) := (1¢,00L)-.
Por lo tanto, J(-,§) es una n-forma, que denotaremos por JE.

Nota 4.10.3. En B, puesto que £(¢,),I1 = 0 tenemos que (¢, ,dlIl = —di(¢,y,11, y por lo tanto,
J(2,6) = (1e,OLIB)(2) = (1g,dIT)(2) = —(dug,IT)(2)

Nétese que J¢ es una cantidad conservada. Llamamos a ﬁ su momento asociado.
Proposicion 4.10.4.
dJ® = 1,901
Demostracion. Como & es proyectable, £¢,0r =0 (por 4.1.5), de donde
0= "Efz@L = szdGL + dLgZGL = —L§ZQL + ng.
|

En el siguiente capitulo, estudiaremos el caso en que tenemos una descomposicion de la variedad
X fijada.

4.10.3. Aplicacién momento en los espacios de datos de Cauchy

Si G es un grupo de Lie que actiia en Y como simetrias del Lagrangiano, entonces induce una
accién en Z definida puntualmente en la imagen de cada curva de Z.

Para § € g, el campo de vectores £ es precisamente el vector en Z inducido por el campo &z
en Z. Y puesto que {z es una simetria de Cartan, también lo es §.

De forma similar, la forma presimpléctica © induce una aplicacién momento

J:Z —g*
definida usando su paridad (para & € g)
(g6 7R
por

j§ = ngé\i

Se tiene inmediatamente que Jé = J¢. Como sabemos que ¢ es una simetria de Cartan para las
ecuaciones de De Donder en Z, entonces ¢ es una simetria de Cartan para las ecuaciones de De
Donder en Z, y por lo tanto, J¢ es una cantidad conservada en el sistema presimpléctico.

Siguiendo los argumentos dados en la proposicién 4.10.4, se tiene que:

Proposicion 4.10.5.
djg = ng. QL
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4.11. Ejemplos

4.11.1. La cuerda bosoénica

Sea X una variedad 2-dimensional, y (B, g) una variedad espacio temporal (d + 1)-dimensional
equipada con una métrica lorenziana g de signatura (—,+,...,+). Una cuerda bosdnica es una
aplicacion ¢ : X — B (ver [6, 64]).

En lo que sigue, utilizaremos el enfoque de Polyakov para la teoria cldsica de cuerdas bosonicas.
Sea 5’; 1(X) el fibrado sobre X de 2-tensores simétricos covariantes de signatura lorenziana (—, +) o
(1,1). Tomamos el fibrado vectorial 7 : Y = X x B x 521’1(X) — X. En esta formulacién, un campo
1 es una seccién (¢, s) del fibrado vectorial Y = X x B X S;’I(X) — X,donde ¢ : X — X x B

es la cuerda bosonica y s es una métrica lorenziana en X.

Descripcién lagrangiana

Tenemos que Z = JY(X x B) xx Jl(Szl’l(X)). Tomando coordenadas (z*), (y) y (z#,s,¢) en
X, By S;’l(X), entonces las coordenadas locales fibradas de Z son (z*,y, ng,yZ, Scep)- En este
sistema local de coordenadas, la densidad lagrangiana viene dada por

1
L= 5 —det(s)s Cfg”ycyjd%

La 2-forma de Cartan es
1
Or =/ —det(s) (—SWQUyl,dy /\dlxu 2 gljyuyde )

y la 3-forma de Cartan es

O, = dyind (- —det(s)s Cfgmyg) Adla
—d (; —det(s)s ngwyg‘%) A d%x
- _% (8 (;Siit(s)sgggijyéyg — /= det(s)s% 55 gy y2> dspo A d2x
\/W ¢€ 892 y<y£ dy* A d?x — \/— det(s)s¢ g,]yc dyE A d%x
+ (aaflcliit@squijyg — mscpsf"gijyg> ds,e N dy' A dlmg

+/— det(s)s g” ]dy Ady' A drae

— det(s)sgggij dyg A dyt A dlxg.

Si resolvemos la ecuacién i, = Q, donde

0 0 0 0 0
h=de"® | — +T¢ 2
e <3W gy JHYC&“(?Sc o C“@y 745’)“8545#) ’
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obtenemos que

Ty = W
1 0g; Og;
_ _ (€3 U J _ €3 J J _ €3
0 = 3 det(s)s 9y WYY — det(s)s ég det(s)s ngFEC
04/ — det(s) ; o '
- (&spgscggkjyg - *det(s)scpsf gkﬂé) Vpo¢ >

y las ligaduras vienen dadas por las ecuaciones

0

— G\ gontefd =
@ ( det(s)s >gl]yéy6 =0.

La ecuacion anterior se corresponde con las tres siguientes ligaduras

1 i o
[340350(331 — S00S11) + 5845311 gz‘jyéyg =0
1 : g
[ Lstl(s2, — sp0s11) + 58@800 9ijycyt = 0
[ Vst (53, — s00s11) — 5501 gz-jyéyg =0

que determinan Zs.

Descripcion hamiltoniana
La transformacién de Legendre viene dada por
Legr(a",y', sce, Yho scen) = (a#,4", sce, —/— det(s) s gijyl, 0)
Por lo tanto, el lagrangiano L es casi regular, y ain mas, M; = Im Legr, = My = legr(Z) =

JYX x B) xx SQI’I(X). Tomemos ahora coordenadas (m“,yi,scg,pf) en M; y consideremos la
aplicacién sy : Mj — Ml dada por

sl(xuv yia SC&pf) = (xuv

) 1 o

Y', scesp = ———=5¢¢q" D0}, DY
s 24/ — det(s) s Bfe 2

Entonces tenemos

_ 05,6 &
QMl (2\/7 Eg plp]

y las ecuaciones de Hamilton son i€y, = Qpy,. Si

. 0 0 0 - 0
h = dz* — 4TI R
' ®(8W+ "oyt +7<§“88< i Z“8p§>

) ANd?x +dy' Adpit Ad'z,
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obtenemos
- 1 g
[, = —————scu9"'1;
. —det(s) I
- 1 dgid .
ri, = s pert
s 2,/ — det(s) ¢ ayR et

y ligaduras secundarias

S — pPp?
—det(s) \2det(s) 0Ospo S¢ePiPj — Pipj

que determinan M.

Simetrias

Sea A una funcion arbitraria en X, y denotemos también por A su pullback a Y y Z.

Consideremos el siguiente campo de vectores 7 xy —proyectable en Y:

0
Sy = >\Sap 887
op

Su prolongacién 1-jet estd dada por

0 _ o, (90 9
§z == fy = )\Sop 880p + <85L'“ Sop t+ )\Sop,u> 8801),“

Probaremos que £y es una simetria del lagrangiano. Notese que

o 1 o
£¢, 01 = Ly (v —det(s)) (—S“”gijyidyl Nd'a, + 28“”9ijylyid21’>

v j 7,1 1 v i,.7
+ /—det(s) <—£§Y(s“ )95yl dy /\dlxu—i- §£5Y(s“ )gijyuyid2x>

Un célculo directo muestra que

&y (v/ —det(s)) = A/ —det(s)

Ley (s") = =Ast”

Por lo tanto, £y es una simetria del lagrangiano, y puesto que la simetria de Cartan correspondiente
&z es wx z-proyectable, entonces la simetria proyecta en la variedad final de ligaduras.

La cantidad conservada dada por el teorema de Noether es

J& = g /\s(,p#sgpdlxu
TP

Noétese que el campo de vectores

0
— s,
1% S pasgp
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es el generador infinitesimal de la accién del grupo N = CS%’l(X ) = F(X,R") de transformaciones
conformes de una métrica de signatura (1,1) dada por

M, s) = (¢, A%s)

Tenemos que
det(A\?s) = Ndet(s)

()\25)“1’ =\ "2
por lo tanto, la accién preserva las ecuaciones de ligadura.

De forma similar, podemos considerar la accién de H = Dif f(X) por

n(¢,s) == (pon~ ', (n")*s)

o mas generalmente, el producto semidirecto G = H[N], donde la accién de elementos n € H sobre
elementos A € N viene dada por

n-X:=Xon !

El grupo GG es un grupo de simetrias para Y, y la accion es

(0, ) - (6,8) = (pon ", N (n~1)"s)

Simetrias en el lado hamiltoniano

No siendo L regular, no podemos garantizar que £y es una simetria de Noether para el lado
hamiltoniano. Sin embargo, un calculo sencillo nos revela que

1) 0 0
& = Xsgps— — Al
Y P0s0p P Oph,
y por tanto,
O\
£enO1 = £.0) (Ph,dsop A d',) = Pﬁpsap@d%

Sin embargo, nétese que en M; tenemos que ph, = 0, y entonces {y restringe a una simetria de
la forma

0
ASop 7380,;

Atn mas, éste es el generador infinitesimal de la restriccion de la accién levantada a Z*, y se deduce
facilmente, a la vista de la forma de la segunda ecuacion de ligaduras, que la accién se restringe a
la segunda variedad de ligaduras.
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Mas simetrias

En general, uno puede considerar la invariancia de las ecuaciones y el lagrangiano con respecto
a un difeomorfismo de X. Si 1 es un difeomorfismo tal, entonces n(¢,s) = (¢ on~!, (n~1)*s), con
generador infinitesimal

I N
o gar 50057 05y T

050p
donde 5“8% es el generador infinitesimal de 7.

La situaciéon més general proviene de considerar el producto semidirecto H[N] del grupo H =
Diff(X) y el grupo N de funciones reales positivas en X definido més arriba, dado por

n-Xi=Aon !

La accion se define como sigue
(0, M)(¢,8) = (pon™ A2 (n71)"s),

y el generador infinitesimal es

0 3 ogr . 0 0
1 Gy~ 0 50 gy T

050p

Se prueba que se trata de una simetria del lagrangiano (ver [64]), y la cantidad conservada correspon-
diente es

oL , ; oL ogY ogY

Iy (W) + aTo_p(Sap,ug — 2Asgp + Sov g e + Spva?) =

para A, f”and% arbitrarios, lo que da en particular la ecuaciéon 0L/0s,, = 0, que se expande a

1 o o
58“”9@.@;%5@ = 9ijYo >

lo que signifca que h es una métrica conformemente equivalente a ¢*g y el factor de conformidad
es precisamente %su”gijyzyi.

4.11.2. La ecuacion de Klein-Gordon

Para la ecuacién de Klein-Gordon, tomamos (X, g) un espacio de Minkovski, e Y := X x R,
donde 7 : Y — X es la primera proyecién candnica. Una seccién ¢ de 7 se puede identificar con una

funcién diferenciable en X, digamos ¢ € C*(X), donde y(j'¢(x)) = p(z) y 2,(j ¢(x)) = a&p“(x)
x

La féormula de volumen escogida sera n := y/—det g.

Formulacién lagrangiana
La funcién lagrangiana es

1
L(a",y, 2,) = 5 (g’“’z#z,, + m2y2)
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que es regular, puesto que
= oL = glwzu
0z,
y por lo tanto, la matriz hessiana es precisamente (g"").

La 4-forma de Poincaré-Cartan es

1
O = /—detg <g“”zudy NdPay — (9" zu — m292)d4m)

La condicién de frontera es B = 0, esto es, 0(0X) = 0.
En términos de ¢ las ecuaciones de Euler-Lagrange son
0%
2, SV
HE N O

es decir, la ecuacién de Klein-Gordon.

Transformacion de Legendre y formalismo hamiltoniano

Calculamos 1
p= 5(—g“l’zuzy + m2y2)\/ —det g

Si escribimos el hamiltoniano

1 1%
H(z",y,p") = 5 (gup"p” + m*y?),

y las ecuaciones de Hamilton para ¢ correspondientes a a seccién ¢(xH) = (zH, p(z#), o*(z#)) son
dp v
o~ P
Ot 2
G = (W —detg)m®y
I

Simetrias

Sea £x un campo de Killing en X, en coordenadas

0

—en_
Ex T

Sea &y un campo de vectores £x visto en Y, esto es, localmente,

0
§Y($a t) = é’#@

Su prolongacién 1-jet £z viene dada por
0 agv o

— ¢H _ _

2 =¢ oz g 0z,

Estos campos de vectores son simetrias del lagrangiano, y las cantidades conservadas correspon-

dientes se escriben:
¥
—g" 2, dy N dzxw — % (g“”z#zl, — mzyz) d3x7 v/ —det g
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Superficies de Cauchy

La expresién general integral para la cantidad conservada para una superficie de Cauchy ar-

bitraria M y para secciones ¢(zt) = (axH, p(z#), gxﬁ (z#)) solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, y que verifiquen la condicién del borde, viene dada por
<p Ogo g’ dp Oyp 2 2\ | 3
/—det g | g" v 00 & (0P _ d
/ ‘ [9 on® oz 5 axv 2 (g ozr 9zv 7 o

En el caso particular en que M es una superficie de Cauchy de tipo “espacial puro”, g induce
una métrica definida positiva gy; en M, y la cantidad conservada se puede expresar como

/\/Tw[gfofya 50 fo(g vy Op Oy 2 2>]d3x0
M

3:13“ oxV 2 dxh Oxv

Cuando &x es de tipo espacial (esto es, paralela a M), obtenemos que la cantidad conservada

Op 0p | »
/M [axoaxuf}“o

que es el momento angular cuando {x es una rotacién infinitesimal, y el momento lineal cuando se

es

trata de una translacion infinitesimal.

Por el contrario, si £x = % obtenemos

L[ |90 00 | apdp Op 3
2/ [8:1:061:0 9 oeAoeB T | de

que es la energia del campo ¢ en la superficie de Cauchy M.



CAPITULO D

La teoria de superficies de Cauchy

En esta seccién continuamos el desarrollo de la teoria en el caso en que tenemos una descom-
posicién fija del espacio X, esto es, supondremos que hay un difeomorfismo ® : I x M — X que
descompone X en una coordenada temporal I C R, donde I es un intervalo de la recta real, y una
componente espacial dada por una variedad compacta M. En lo que sigue, X se identificara con
I x M en nuestra notacion.

Restringimos también los embebimientos admisibles a X = {®(t,-)|t € I} (donde ®(¢,-) : M —
X se define por ®(t, -)(u) = ®(t,u)). Como consecuencia, tenemos la siguiente identificacién: X = I,
en la que ¢ se identifica con ®(t, -), que denotaremos por c(t). En la préctica, no se hard distincién
entre ambas variedades. Por tanto, X tiene un campo de vectores definido canénicamente, %, y su
correspondiente 1-forma dual dt.

Llamaremos £ al campo de vectores ¢¢(t) en X , visto como campo en X. En otras palabras,

E(t,u) = éX(t)(u) = %@(s,uﬂszt

Elegimos coordenadas adaptadas en cada punto (¢,u) € X como (t,z1,...,2,), donde t € I y
(z1,...,zy) son coordenadas locales de u € M. En estas coordenadas adaptadas,
0 0
E (u) = En = {(t,u).
to (to,u)

(recuérdese de nuevo que un vector tangente en un punto de X es un campo de vectores a lo largo
de dicho embebimiento). Supondremos que M es compacta y orientable, con forma de volumen 7,
para la cual el volumen de M es 1, en otras palabras

/77M=1
M



106 Capitulo 5. La teoria de superficies de Cauchy

En estas circunstancias, se puede definir una forma de volumen en X de la siguiente forma
n=dtAnu

y serd ésta la forma de volumen que usaremos como ingrediente para nuestro enfoque de la teoria
de campos (de esta manera, localmente, ny = d"x).

Proposicién 5.0.1. Tenemos que
M= mgydt =dt
Demostracion. dt estéd caracterizada por la propiedad

0
(o) =1

puesto que dim X=1.

Obsérvese primero que iz ,n = 0, puesto que i5yn = 0 (n es una (n + 1)-forma), donde
tox : 0X — X es la inclusién candnica.

Supongamos que y = (jlqb) ot € Z, entonces tenemos que

~a * * In * N
<77|6t>=/7L677=/7d$0=/tdwo:/anlv
M ot M M M

ya que 1 = dt A nyr. Ademds, es evidente que (7|V) = 0 para todo V' tal que Tym¢ (V) = 0. |

Esta forma 7 = dt se usara como la forma de volumen natural en X.

Con este nuevo ingrediente ¢ y estas identificaciones, revisaremos varios de los conceptos rela-
cionados con las superficies de Cauchy que hemos introducido, y trataremos de identificar las
estructuras de las variedades involucradas y las propiedades de los objetos geométricos para este
caso particular.

5.1. Revision de las ecuaciones de campo

El primer concepto a ser revisado son las ecuaciones de campos en los espacios de datos de
Cauchy, comenzando por una propiedad fundamental de los campos de vectores tangentes a las
superficies de Cauchy.

Proposiciéon 5.1.1. Los espacios tangentes T5Y and T72 verifican

;Y C {W:M—TY |W cubre ad

y para todo u € M, Tsymxy W (u) = k&(mxy (0(u))) con k constante}
.2 C {V:M-—TZ|V cubre a~

y para todo u € M, Ty ymxzV (u) = k§(mxz(y(uw))) con k constante}
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Demostracion. Sea W € T5Y , y sea ¢ : I — Y una curva diferenciable definida en un intervalo
alrededor del 0 tal que ¢(0) = 0 y ¢(0) = W. Ademads, mzy o c(t) € X, es decir, Ty o c(t) se
identifica con una curva s : I — R, donde ¢t — s(t) es un difeomorfismo local. Derivando es facil
ver que

Tsymxy W (u) = s'(0)£(s(0), u) = s'(0)&(mxy (d(u)))

Una prueba similar vale para Z. 1
Por lo tanto, si c;() es una curva en Z, tenemos que
Te 1)y Tx 2 (5 () (W) = E()Sny (e () (w)) -
Proposicién 5.1.2. Sic; es una curva en Z que verifica
Loy =1
entonces ¢; proyecta en X sobre §ﬂxz(02(t)(u)) .

Demostracién. Supongamos que v = (j'¢) o t. También sabemos que

T, (1)) Tx 2 (E2(0)(w) = k()& x (e (6) (w))
Ahora bien, observemos que
(7' 8)*te, () () (Tx 21) = tTme 5 (B)w) -

Por lo tanto, tenemos que

_ S~ * _ * 01y * _ *
L= iily = /M’Y Les(8)(w) = /Mt (J70) tes ) —/ U e (1) ()

M
— [ Cupeean = [ er@z0 =k [ mar=kio)
M M M
y consecuentemente, deducimos que k(t) = 1 para todo ¢, como querfamos probar. |

Definicién 5.1.3. Las ecuaciones del movimiento para Z se definen como
RQL =0,  wgi=1 (5.1)

Las curvas integrales de tales campos de vectores definen soluciones para las ecuaciones de De Don-
der en el formalismo infinito dimensional, que son compatibles con nuestra eleccion de coordenada
temporal.

Notar que tal curva integral ¢(t) proyecta necesariamente sobre la curva identidad I(t) =t en

X, cuya derivada es precisamente la descomposicién, y por tanto, estas curvas satisfacen (3.14).
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5.2. Estructura de Z

5.2.1. Secciones de 7

Sea ¢ € I'(m), entonces podemos definir ¢, € I'(7) como sigue: pg4(t) = ¢ o t. Ademas, toda
¢ € I'(7) es de la forma ¢4 para cierta ¢ € I'(7) dada por ¢(t,u) = ¢(t)(u), y se tiene que, gy = @y
implica ¢ = ¢'.

Sin embargo, una seccién ¢4 de 7 también puede ser vista como una curva en Y (porque

X =1 CR). Usando curvas integrales vemos facilmente que

G (t)(u) = Tig,u)P(§),

de donde deducimos
ile =70 = jles = itew

5.2.2. Estructura de Z

En esta subseccién identificaremos Z con el fibrado de jets de primer orden de la fibracién
7:Y — X. Para hacer esto, definimos primero una aplicacién
:7 — J'n
(7'¢) ot — ji v
Esta funcién est4 bien definida, pues si (j1¢)ot = (j1¢')ot’ entonces t = ', y usando los resultados
de la seccién previa obtenemos jtlg% = jtlcp(z,/
Definimos una inversa
g — Z
Jiper— (3'¢) ot
Ambas aplicaciones son claramente inversas una de otra, de donde obtenemos la identificacién
deseada.

Finalmente, recordar que si un campo de vectores &y en Y es tangente a la imagen de una seccion
¢, entonces su prolongacién 1-jet se caracteriza como el campo de vectores £z en Z tal que proyecta
en &y y es tangente a la imagen de j'¢. Por la identificacién de arriba, si un campo de vectores &y
induce un campo de vectores £y en Y entonces el campo inducido & 7 por su prolongacion 1-jet §z
es la prolongacion 1-jet de &y

5.2.3. Endomorfismo vertical

Recordemos la definicién de elevacion vertical para variedades de jets (ver también [149]):

v T*X Qy Vi — Vry gz
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Dado f € (n*T"X ®y Vr)|;1,, consideramos la curva vy : R — Ty (Ty 2(jL¢)) definida por

() =jap+t [
para todo t € R. Ahora bien, sea
d
(¥
=— t
f dt\t:O’yf( )
En nuestro caso, podemos calcular el endomorfismo vertical para la prolongacién 1-jet de @ por

Sﬁ(V),Y = [1}751(1%571'}72(‘/) — T;f@qj ¢} z}g@¢ﬂ'xz(v>]v

donde v = jtlgod,.

5.3. Formalismo lagrangiano

En lo que sigue, y por simplicidad en la exposicién, supondremos que 0X = )

Una forma lagrangiana en Z puede ser usada para obtener una forma lagrangiana en Z. Pasamos
a describirla, y ver la relacién entre las estructuras en ambos formalismos.

5.3.1. Forma lagrangiana

Por la proposiciéon 5.1.1, sabemos que V € T- 7Z es de la forma

0 . 0 A 0
_ 0 ) 7
V{u) = <[ ot ! (”)ayi+[“(“)az;>

v(u)
La (n + 1)-forma £ produce por integracién una 1-forma £ en Z, usando la férmula (3.12)
L)y = [ vwin= [ 2 pvtara =v [ L@
M M M
Definiendo
£0) = [ Lr)me = ek,
para cada ¢ que proyecte en 2, tenemos que

L= Lj=Ldt
5.3.2. Forma de Poincaré-Cartan

Lema 5.3.1. Sea V' un vector tangente en v a Z. En coordenadas locales, tenemos que
(i) Ly (u)ySydL = gZLi (Vi(u) — 25 (y(u))VO)d"z, + C
o
oL
M 82’6

(ii) vs,v)dL = (V@) (V* (1) = 2§}y VO ()0

para cualquier & que proyecte sobre %, y donde por C denotamos el ideal algebraico de las formas
de contacto (ver seccion 2.5.2).
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Demostracion. En primer lugar nétese que

S, =0"Nd"r, ®

3}
07,
En particular, 1y (,)0" = V*(u) — 2§(y(u))V?. Por lo tanto,

() (Sy(dL)) = (gj@z dnmu> = %(Vz(u) — 20(y(w))V?)d"x, + términos de contacto

lo que prueba (i).

Para ver (ii), recordar la construccién del endomorfismo vertical de la subseccién 5.2.3. En-
tonces, para un campo de vectores V como el de arriba,

Tigrgonmyz(V)(w) = Ty, gmyz(V(w) ZVO;O+V’( )a(zi
Tijrgonmxz(V)(w) =T smxz(V(u)) = Vo aio
Tipo(Tyromn s (V)0) = Tuu@(V 5g) = Vg g + V(w)aby -
Por lo tanto,
Si(V) () = (VV(u) — VO2i) 820 y
donde v = jtl<P¢> =jl¢ ot. De esta forma probamos (i7). 1

Asi concluimos que

Proposicién 5.3.2. Para cualquier vector tangente V € T,YZ, tenemos que
SHL(V), = [ A (SdL)
M
Demostracion. Primero, recordar que
SpdL(V)y = g, (v)dL = /M Vg, vy dL

Ahora bien, puesto que para cada forma de contacto § tenemos que y*0° = t*((jl¢)*0%) = 0,
integrando ¢y (S;dL) y de acuerdo con el lema anterior, el inico término resultante es

oL . ,
* (V' — zVO
/M gl 826( 20V )

Por lo tanto, obtenemos el resultado. |

Finalmente, deducimos que

Proposicién 5.3.3.

Demostracion.
Oy, = [ vwer= [ ywe [ yu(sin) = wk+wSidll, = ©5V),
M M M

como queriamos comprobar. |
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5.4. Descomposicién compatible

Definicion 5.4.1. Una descomposicion compatible de Y es un campo de vectores completo en
Y que proyecta sobre £ en X.

En presencia de una descomposicién compatible, dos fibras arbitrarias #~*(t) y #~*(#') pueden
ser identificadas, donde una seccién en una fibra es transportada por los flujos de £ y la descom-
posicién compatible de Y para producir una seccion en otra fibra. Mas precisamente, la aplicacién
que las identifica es Yy p : 7 1(t) — 7 1('), definida por Y;y(pot) = ®) , 0¢ot’ (donde &}
denota el flujo de una descomposicién compatible).

Siendo dos fibras cualesquiera difeomorfas, usaremos ) para denotar una fibra tipica (que puede
ser una fibra fijada). Supongamos por ejemplo que la fibra fijada es la dada por ¢t = tg.

En tal caso, identificaremos Z con I x T'Q, por un difeomorfismo que llamaremos  : Z —
I xXTQ,y Z* con I x T*Q.

Fijado ¢ € I, si denotamos por X; := Im(t) = {(t,u)lu € M}, V; := 77 Y(Xy), Zi = myy(X1),
p2: X =1 x M — M la segunda proyeccién canénica, my := (7 o pa)ly, : Y2 — U, y por
(V)¢ := Vrly, la restriccién del fibrado vertical a Y;, entonces en [65] los autores dan la siguiente
versién a tiempo fijado del difeomorfismo mencionado,

ﬁt : Zt —_— Jl(ﬂ't) X (Vﬂ')t
dada por B(jl¢ ot) = (j1(¢|x,),Td o & — £ o ¢). En coordenadas, tenemos que B (j1¢ o t)(ut) =

Xt
(t(u?), @' o t(ut), %(t(u“‘)), V =Tg¢o¢&—Eo¢), de donde vemos que la identificacion de jlg ot
con (t,¢°, V") € I x TQ.

Asi, el espacio Tj,() de vectores tangentes a () en 6y = ¢ o tg, donde ¢ es una seccién de Txy,

consiste en secciones de la forma V : M — VY donde V cubre &y. Por consiguiente, V = V(u) 82,-

a lo largo de dg.

De forma similar, el espacio T§ @) se identifica con secciones de la forma o : M — L(VY,A"M)
donde « cubre §p. En este contexto L(VY, A" M) denota el campo de vectores sobre Y cuya fibra
es do(u) € Y es el conjunto de las aplicaciones lineales de Vs ()Y a Aj;M (ver por ejemplo [150]).
Por lo tanto,

o = pl(u)dy’ @y

La paridad de dichos elementos V' € T5,Q, a € Tj () se define como

(o]V) = /M 5oy (w)a(u) = / V() (w)as

M

es obviamente una paridad no degenerada.

La paridad natural induce una forma canénica g en T%(Q, por
(00IW)a = (a|Tmo(W))
y su correspondiente forma simpléctica débil:

wq = —dbg
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Nota 5.4.2. En lo que sigue, supondremos la existencia de una descomposicién compatible en Y,
y la descomposicion de Y como I x (). La descomposicion compatible se corresponde con un campo
de vectores en I X () que proyecta en £, y que se denotara también por £ cuando no haya confusién.

En coordenadas locales, se corresponde con 9/0t.

5.4.1. La integral de accion

Consideremos la subvariedad compacta C = [tg, 1] x M de X, para [to,t1] C I. Podemos definir,
para una seccién dada ¢, los elementos ¢g := ¢otygy ¢1 := ¢ot; de Y = I x Q, que se corresponden
con puntos (to,qo) y (t1,q1) en I X @, respectivamente.

La curva &(t) = ¢pot on Y se identifica con una curva t — (¢, ¢(t)) en I x Q que une (¢, qo) a
(t1,41), y que se prolonga a una curva ¢(t) en Z.

De la identificacién Z = I x TQ se define un lagrangiano no auténomo L : I x TQ — R y el
funcional de accién se reescribe (utilizando el teorema de Fubini) como:

=
I

/ jo L = &) ()L = &) ()" (L)
[to,t1]x M [to,t1]x M [to,t1]x M

- /[ PR CUTI S /[ » [ / L<é<t><u>>w} i

_ /[t " L(@(t))dt = /[t " FLdt

Puesto que el flujo de la prolongacién 1-jet de un campo de vectores en Y es la prolongacion
1-jet de su flujo, teniendo un lagrangiano regular L y usando el teorema de equivalencia entre las
ecuaciones de De Donder en los lados finito e infinito dimensional, tenemos que ¢ es una solucién

de las ecuaciones de Euler-Lagrange si y solo si la curva en T'Q

&(t)(u) = j1o(t,u)

es una curva integral del flujo de un campo de vectores de Euler-Lagrange en T'Q) asociado a L.

5.4.2. Forma de Poincaré-Cartan instantanea
Para un ¢ € I fijo, denotamos por
iw:TQ={t} xTQ — I xTQ
la inclusién candnica, y definimos la forma de Poincaré-Cartan instantanea a tiempo t como
Or:=1{O;

De la expresion de ©f, en coordenadas locales tenemos que

wO0(y) = /M POV (u)iag
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5.5. Formalismo hamiltoniano

Dada una seccién hamiltoniana h : Z* — ASHY, la forma O = h*© en Z* (donde O es la

forma multisimpléctica candnica en A%), con expresién en coordenadas
_ n+1 Wy i n
Op=—-Hd""z+p;dy Nd"z,

induce una 1-forma en Z* = I x T*(Q, que a su vez puede utilizarse para definir una funcién
hamiltoniana en I x T*(Q de la siguiente manera:

H(7y) = —t¢(6n)s-

En coordenadas locales, la expresion de H es
H(y) = —/ Y 1eOp = —/ Yig(—Hd" Mo + plidy’ A d"z,,)
M M
=- / Y (=Hnar — pidy’ A d" )
M
por lo tanto, si V' € T'Q, un calculo sencillo muestra que
Lvévfw = / Yy O = / Yy (—Hd" Mo+ plldy' A d'z,,)
M M
= / Y (—HV dxo + p'Vid x, — pl'VOdy' A d"a0)
M
= —VH(y) + / VPV Id o,
M
en otras palabras,

On = —Hdt + g

Las curvas integrales de tales campos de vectores definen soluciones de las ecuaciones de Hamilton
en el formalismo infinito dimensional, que es compatible con nuestra eleccién de la coordenada

temporal.

Con los mismos argumentos que al principio del capitulo, el campo de vectores evolucion R
para el sistema (Z*,Qp, H)
LR’Qh = 0, LR/f] =1 (52)
coincide precisamente con las soluciones de las ecuaciones de Hamilton en términos de conexiones
de Ehresmann en Z* vistas en Z* (con una demostracion similar a la dada en 3.3.13).

5.6. La transformacion de Legendre

La transformacién de Legendre legy, : Z — Z* induce por composicién una aplicaciéon ZE;L :
Z — Z* mediante legy, () = legy, 0.

Si tenemos un vector tangente V € T,Q, y t € I fijo, entonces para calcular l;git = ZE;L]t
lo aplicamos a U € T,Q. Si (t,q) se corresponde mediante la identificacién con § € Y,y (t,q,V)
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con 7, entonces una forma de dar un vector tangente a d(u) que proyecta sobre U(u) es dar un
vector tangente W a V' tal que W (u) proyecta sobre U(u) para todo u € M. Por lo tanto, podemos
calcular

Gea IO} = [ 2 uwwr = e

de donde deducimos que ZEJL = leg; .

Del hecho de que legy, es fibrada sobre Y deducimos que es fibrada sobre X, y por lo tanto, ZEJL
es fibrada sobre I, y asi tiene sentido definir una transformacién de Legendre instantanea

l;;Lt, que de la expresién de la forma de Poincaré-Cartan, puede identificarse con la derivada
fibrada en cada fibra.

Por lo tanto, lfe\g/L*@H = Oj ysifg; es el pullback de la forma canénica en TQ = {t} x TQ a

I x TQ a través de la inclusién de la fibra sobre ¢, también tenemos que l/ez/*eQ7t =0r;.



CAPITULO O

Métodos numéricos geométricos

Los métodos estdndar para simular el movimiento de un sistema dindmico, llamados de forma
genérica integradores numéricos, toman usualmente una condicién inicial, haciéndola evolucionar
en la direccién especificada por la ecuaciéon del movimiento, o una discretizaciéon apropiada. Pero
estos métodos estandar ignoran las propiedades geométricas de muchos sistemas dindamicos, como
por ejemplo, para sistemas hamiltonianos, la preservacién de la forma simpléctica, la energia (en el
caso auténomo) y las simetrias. Sin embargo, se han desarrollado recientemente métodos nuevos que
tienen en cuenta algunas de estas caracteristicas extra de los sistemas dinamicos. Habitualmente,
estos integradores son capaces de funcionar en las simulaciones durante un tiempo mayor sin efectos
perniciosos (como por ejemplo, la disipacién de la energia para sistemas conservativos) que los tradi-
cionales (el ejemplo tipico de comprobacion suelen ser los modelos del sistema solar). Por lo tanto,
hay actualmente un enorme interés en la integracién geométrica de las ecuaciones diferenciales,
como por ejemplo, los integradores simplécticos de sistemas Hamiltonianos [14, 70, 144].

En este ultimo capitulo exploramos sistemas numéricos para el calculo de soluciones de proble-
mas en mecanica y control 6ptimo basados en las estructuras geométricas discutidas en capitulos
anteriores. En particular, nos concentramos en métodos basados en funciones generatrices, en com-
paracién con los métodos variacionales.

El capitulo comienza con una descripcién geométrica de la mecdnica no holénoma (es decir,
mecdnica sujeta a ligaduras no holénomas), y la teorfa del control éptimo. Sigue una seccién de-
dicada a las funciones generatrices, y una comparacién con los integradores variacionales discretos
y los nuevos métodos desarrollados basados en funciones generatrices. Estos métodos se extienden
y adaptan a dos nuevos casos, la mecénica no holénoma y la teoria de control 6ptimo. El capitulo
finaliza con algunas ideas sobre cémo extender los métodos a la teoria clasica de campos.
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6.1. Formulacion geométrica de sistemas no holénomos

La teoria de sistemas con ligaduras no holénomas se remonta al siglo XIX. El principio de
D’Alembert (o Lagrange-D’Alembert) del trabajo virtual, y el principio de la minima ligadura de
Gauss se pueden considerar como las primeras soluciones al andlisis de sistemas con ligaduras,
holénomas o no. Tras un periodo de decadencia, muchos autores han mostrado recientemente un
interés en tal teoria, y su relacién con los nuevos avances en la teoria de control, geometria sub-
riemanniana, robdtica, etc (ver, por ejemplo, [135]). La principal caracteristica de este periodo es que
la geometria se usa de forma sistemética (ver por ejemplo L.D. Fadeev y A.M. Vershik [155] como
una referencia fundamental avanzada, y también [5, 10, 19, 20, 26, 32, 80, 81, 105, 109, 108, 121])

Como es bien conocido, en la mayoria de los problemas de mecanica de particulas, el movimiento
de las particulas estd limitado o ligado de alguna manera. Esta es una manera de decir que algunos
movimientos o configuraciones no estan permitidos. Nuestro punto de partida es un espacio de
configuracién @, que es una variedad diferenciable n-dimensional con coordenadas locales ¢'. Las
ligaduras expresadas como una igualdad de términos son funciones de la forma ¢%(¢‘,¢") = 0,1 <
a < m, que dependen, en general, de las coordenadas de la configuracién y sus velocidades. Los
distintos tipos de ligaduras que nos interesan se reducen a dos tipos: holénomas y no holénomas,
dependiendo de si la ligadura se deriva de una ligadura en el espacio de configuracién o no. Por
tanto, la dimensién del espacio de configuraciones se reduce por ligaduras holénomas, pero no por
ligaduras no holénomas. Por lo tanto, las ligaduras holénomas permiten una reduccién del niimero
de coordenadas en el espacio que se requieren para formular un problema dado (ver [135]).

Nos restringiremos al caso de ligaduras no holénomas, pues el caso de ligaduras holénomas,
y en particular, la construccion de integradores holénomos estd bien establecida en la literatura
mateméatica. Geométricamente, las ligaduras no holénomas estdn globalmente descritas por una
subvariedad M del espacio de fases de las velocidades T'Q, el fibrado tangente al espacio de confi-
guraciones Q. Si M es un subfibrado vectorial de T'Q, estamos tratando con ligaduras lineales. Nos
referiremos entonces a M como Dy, en tal caso, las ligaduras se definen alternativamente como una
distribuciéon D en el espacio de configuracién (). Si la distribucion es integrable, entonces estamos
en el caso de ligaduras holénomas. Si M es un fibrado afin modelado en un fibrado vectorial D,
estamos en el caso de ligaduras afines. En lo que sigue, denotaremos por D la subvariedad de
ligaduras del espacio de fases de las velocidades, sea éste determinado por ligaduras lineales o no
lineales.

Dadas las ligaduras, necesitamos especificar la evolucién dindmica del sistema. Los conceptos
centrales que nos permiten extender la mecdnica newtoniana a la lagrangiana son las nociones
de desplazamiento virtual y trabajo virtual; esos conceptos se formularon en el desarrollo de la
mecanica en su aplicacién a la estatica. En dindmica no holénoma, el procedimiento viene dado
por el principio de Lagrange-D’Alembert. Normalmente consideramos ligaduras no holénomas de
tipo lineal, que son las ligaduras que consideraremos naturales en el sentido mecénico (aunque la
extension a ligaduras no holénomas generales es inmediata).

Pasamos ahora a describir las fuerzas de ligadura; para ligaduras de ese tipo, el principio de
Lagrange-D’Alembert nos permite determinar el conjunto de los posibles valores de la fuerzas de
ligadura tnicamente a partir del conjunto de estados cinematicos admisibles, es decir, a partir de
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la subvariedad de ligaduras D determinada por la anulaciéon de las ligaduras no holénomas. Por lo
tanto, las propiedades dindmicas del sistema se describen matematicamente por una variedad de
configuracién @), por una funcién lagrangiana L y por una distribucién D en T'Q) que determine las
ligaduras lineales.

Consideremos un sistema Lagrangiano independiente del tiempo, con lagrangiano L : TQ — R,
sujeto a ligaduras no holénomas, definidas por una subvariedad D del espacio de fases de las
velocidades T'Q). Supondremos que dim D = 2n—m y que D se describe localmente por la anulacién
de m funciones independientes ¢® (las “funciones de ligadura”).

En términos geométricos, el principio de D’Alembert (o principio de Chetaev para ligaduras
no lineales) implica que las fuerzas de ligadura, consideradas como 1-formas en T'Q a lo largo de
D, toman sus valores en la subvariedad S*(T'D°) de T*T'Q, donde T'D° denota el anulador de T'D
en T*TQ. De una forma intrinseca, las ecuaciones del movimiento se pueden escribir como (ver
[105, 108])

(inL — dEL)|D € S*(TDO) s
Xip € TD,

donde wy, es la 2-forma de Poincaré-Cartan definida por L y Ej, = A(L) — L es la funcién energfa.

En lo que sigue también supondremos la siguiente condicion de admisibilidad :
dimTD° = dim S*(T'D°) .

Esto significa esencialmente que la matriz (9¢®/9¢') tiene rango m en todo punto.

Pasamos a la descripcion hamiltoniana del sistema no holénomo en el fibrado cotangente 7@
de Q [5, 81, 121]. Las funciones de ligadura en T*Q se convierten en ¥® = ¢ o Leg™!, es decir,

: - OH
\I/a ’L’ Z — a ’L’
(¢',pi) = ¢"(q on;

) ?

donde el hamiltoniano H : T*Q — R se define por H = Ej o Leg™".

Las ecuaciones del movimiento para el sistema no holénomo en T*( se pueden escribir ahora
como sigue

)
q - 8p.
. O N (6.1)
Pi = —a — Aapa i,

oq" Op; J

junto con las euaciones de ligadura ¥*(q,p) = 0, donde H;; son las componentes de la inversa de
la matriz (HY) = (9>H/0p;0p;). Notar que

ov® 0p®

(@Hﬁ)(q,p) = (aq'i o Leg~")(q, p).

La 2-forma simpléctica wy, estd relacionada, por medio de la transformacion de Legendre, con la
forma simpléctica canénica wg en T%Q). Denotemos por M la imagen de la subvariedad de ligaduras
D por la transformacion de Legendre, y sea F' la distribucién en T*@Q a lo largo de M, cuyo anulador
viene dado por

F? =TLeg(S*(TD°)).
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Observar que F° esta localmente generado por las m 1-formas independientes

ove -
ut = THijdqj ,1<a<m.
Pi
Por lo tanto, las “ecuaciones de Hamilton” para el sistema no holénomo se pueden reescribir de

forma intrinseca como
(inQ - dH)|M e F°

6.2
Xy € TM. (6.2)

Supongamos ademés que se verifica la siguiente condicién de compatibilidad F~NTM = {0},
donde “ L 7 denota el ortogonal simpléctico respecto a wg. Observar que, localmente, esta condicién
significa que la matriz

owe ot
C®) = [ —H;j— 6.3
= (Gt ) (63
es regular. En el lado lagrangiano, la condicién de compatibilidad se escribe localmente como
- P . O¢°
det(C®) = det | = W7 =) #0 6.4
et(C) e<aql o0 #0, (6.4)
%L

0¢' 07
no es muy restrictiva, pues teniendo en cuenta la condiciéon de admisibilidad, se verifica de forma

donde W¥ son las entradas en la matriz hessiana < ) . La condicién de compatibilidad
1<i,j<n

trivial para sistemas de tipo mecanico (es decir, con un lagrangiano de la forma energia cinética
menos potencial), donde H;; representa las componentes de una métrica riemanniana. La condicién
de compatibilidad garantiza en particular la existencia de una solucién unica de las ecuaciones de
movimiento con ligadura (6.2) que, en adelante se denotardan por Xy s en el lado hamiltoniano, y
por {1, p en el lado lagrangiano.

Atin mas, si denotamos por Xp el campo de vectores hamiltoniano para H, es decir, ix,wq =
dH entonces, usando las funciones de ligadura, podemos determinar explicitamente los multipli-
cadores de Lagrange )\, por

Ao = —Cop X (0°) .

Escribiendo la 1-forma

A= _CabXH(\I’b)aainjidqi ,
las ecuaciones no holénomas se reescriben equivalentemente como
i = 2
o (6.5)
Di = — o A;,

para condiciones iniciales (go,po) € M y A = A;dq’. También denotamos por A= Leg*(A) la
1-forma en T'Q) que representa la fuerza de ligadura una vez que los multiplicadores de Lagrange
se han determinado.

Consideremos ahora el flujo F; : M — M, t € I C R del campo de vectores X g ps, solucién del
problema no holénomo.
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Puesto que (6.5) se reescribe geométricamente como
ixyyw=dH + A,
(z'gL’DwL = dE; + A, con A = Leg*A, en el lado lagrangiano) entonces
£xy 00 = dlixy 00 — H) — A,
0, equivalentemente,
£xpy 00 =d(Lo Leg ) — A
Ahora bien, de la definicién dinamica de la derivada de Lie, tenemos

* d *
F ("EXH,MHQ) = dt (Ft QQ) )

e integrando, obtenemos la expresién siguiente, con cierto abuso de notacién,

h h
F,jaQ—eQ_d(/O LoFtdt>—/0 FrA, (6.6)

donde F‘t es el flujo del campo de vectores &7, p.

6.2. Teoria de control 6ptimo

Es bien conocido que la dindmica de muchos sistemas econdémicos y de ingenieria se pueden

expresar como un conjunto de ecuaciones diferenciales
i =T(t.q(t)u(t), LS A<n, (6.7)

donde ¢ es el tiempo, ¢* denota ciertas variables de estado, y u®, 1 < a < m, las entradas de control
en el sistema que deben especificarse. Dada una condicién inicial de las variables de estado y dadas
ciertas entradas de control determinamos completamente la trayectoria de las variables de estado
q(t) (todas las funciones se suponen al menos C?).

Dada una condicién inicial, habitualmente gy = ¢(ty), nuestro objetivo es encontrar una curva
C? a trozos Y(t) = (q(t),u(t)), que satisfaga las ecuaciones de control (6.7) y que minimice el
funcional

T
T() = / L(t,q(t), u(®)) di + S(T,q(T)) (6.8)

0

para un tiempo inicial fijo dado T € R™. La integral J;:OF L(t,q(t),u(t)) dt depende del tiempo (de
to a T), de las variables de estado, y de las entradas de control, y S(+,¢(-)) es una funcién de coste
basada en el tiempo y estado final del sistema.

En una descripcién global, se supone una estructura de fibrado 7 : R x ¢ — @, donde @
es la variedad de configuraciones con coordenadas locales (¢°) y C es el fibrado de controles, con
coordenadas (¢*,u?), 1< A<n,1<a<m.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias dependientes del tiempo (6.7) en @, que dependen de los
parametros u, se pueden ver como un campo de vectores I' a lo largo de la proyeccion , esto es,
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RxC a - TQ
Q

Figura 6.1: Las ecuaciones de control éptimo

I es una aplicacién diferenciable I' : R x C' — T'Q tal que el diagrama 6.1 es conmutativo. Este

campo de vectores se escribe localmente como I' = T (¢, ¢, u)

oqt
Una condicién neesaria para la exsitencia de soluciones a dicho problema viene dada por el
principio del méaximo de Pontryaguin. Si construimos la funcién pseudo-hamiltoniana:

H(t7 q,D, u) = plrl(ta q, ’LL) - L(t7 q, U) = pr(tv q, U) - L(t7 q, u) (69)

donde p;, 1 < A < n, se consideran ahora multiplicadores de Lagrange, entonces una curva -y :
[to, T] — C, y(t) = (q(t), u(t)) es una trayectoria éptima si existen funciones p;(t), 1 < A < n, tales
que son soluciones de las pseudo-ecuaciones de Hamilton:

, oH
' (t) = — (¢, q(t t t
q'(t) api( ,q(t),p(t), u(t))
(6.10)
) oOH
bilt) = =55 (t,a(t), p(t), u(t))
q
y tenemos que
H{(t, q(t), p(t), u(t)) = max H(t, q(t), p(t),v), ¢ € [to, T] (6.11)
con condiciones de transversalidad
oS
q0)=q vy p(T)= —@(TWI(T))
La condicién (6.11) se reemplaza usualmente por
H
guazo, 1<a<m, (6.12)

cuando estamos buscando trayectorias extremales.

Es bien conocido que la condicién necesaria de Pontryaguin para la extremalidad tiene una
interpretacién geométrica en términos de sistemas presimplécticos (o precosimplécticos) hamilto-
nianos. El espacio total del sistema serd R x (T*Q x¢g C), con coordenadas inducidas (¢, ¢, p;, u®).

Definamos el hamiltoniano de Pontryaguin H : R x (T*Q xg C) — R como sigue
H(t7 Qg uq) = <a€Ia F(ta uq)) - L(tv Uq)

donde oy € T7Q y (t,uq) € m1(q). Por lo tanto, la expresién en coordenadas de H es (6.9).



6.2 Teoria de control 6ptimo 121

Sea wg = —dfg la forma simpléctica canénica en T*(Q), donde fg es la forma de Liouville, y
consideremos la proyeccién canénica w1 : R x (T*Q xg C) — T*Q. Definamos la 2-forma Qg en
R x (T*"Q xg C) por Qg = mjwg + dH Adt. Entonces, (g, dt) es una estructura precosimpléctica
en R x (T*Q x¢q C) (ver [106]).

Las ecuaciones (6.10) y (6.12) se pueden reescribir intrinsecamente como
ixQp =0, ixdt=1 (6.13)
Puesto que (g, dt) es una estructura precosimpléctica, en general, las ecuaciones (6.13) no tienen
por qué tener solucién.

Aplicando el algoritmo de Dirac-Bergmann-Gotay-Nester [34, 63] al sistema precosimpléctico
(R x(T"Q xq C),dt,Qx)

(ver [25]) obtenemos que las ecuaciones (6.12) se corresponden con las ligaduras primarias para el
sistema precosimpléctico:

o OH
¢ _8u“_0

Las ecuaciones (6.13) tienen solucién algebraica a lo largo de la primera subvariedad de ligaduras

Py determinada por la anulacion de las ligaduras primarias. En los puntos de Py hay al menos una
solucién puntual a las ecuaciones (6.13), pero dichas soluciones no son, en general, tangentes a Py.
Estos puntos deben ser eliminados, dejando un subconjunto P; C Py (se asume también que P
es una subvariedad). Por lo tanto, nos tenemos que restringir a una subvariedad P en la que las
soluciones de (6.13) son tangentes a P;. Procediendo de esta manera, obtenemos una secuencia de
subvariedades

= Py— - > P — P — P—=Rx (T7Q xq O)

Si el algoritmo se estabiliza, esto es, existe un entero positivo k € N tal que Py = Py y dim Py, # 0,
entonces obtendremos una subvariedad final Py = P} en la cual existe un campo de vectores X tal
que

(iXQH)|pf =0, (ixdt= 1)‘pf (6.14)

Las ligaduras que determinan Py se conocen, en la literatura de control, como las condiciones de
orden superior para la optimalidad.

Si X es una solucién de (6.14) entonces cada solucién arbitraria de Py es de la forma X' = X+,
donde £ € (ker Qg Nkerdt) N T Py.

Por lo tanto, una condicién necesaria para la optimalidad de la curva v : R — R x C, ~(t) =
(t,q(t),u(t)) es la existencia de una elevacién 7 de v a Py tal que 7 es una curva integral de una
solucién de las ecuaciones (6.14).

En el caso regular, la variedad final de ligaduras serd Py (esto es, Py = Py) y todas las ligaduras
son del segundo tipo, siguiendo la clasificacién de Dirac (ver [106]). En tal caso, (Pp,n,2) es una
variedad cosimpléctica, donde 2 y n denotan las restricciones de Qp y dt, respectivamente, a la
subvariedad Fy. Denotemos también por w y € las restricciones de mjwg y 710¢g a F.

Para el caso singular, ver por ejemplo [33].



122 Capitulo 6. Métodos numéricos geométricos

La cosimplecticidad de (Py, €2, 7n) es localmente equivalente a la regularidad de la matriz

(o)
Oudub 1<ab<m

a lo largo de Fy. Las ecuaciones dindmicas para el problema de control éptimo se convierten en
ixg = 0, an =1 (6.15)

Tomando coordenadas (¢, ¢",p;) en Py, entonces (6.15) son equivalentes a:

i) = Z5 2 1,40, 10)
(6.16)
(1) = =52 0,000,000

donde hemos sustituido en (6.10) las variables de control u® por su valor u® = f%(t, ¢, p), aplicando
el Teorema de la Funciéon Implicita a las ligaduras primarias ¢® = 0. Esto implica también que
tenemos proyecciones canoénicas desde Py a R, pongamos g : Py — R .

En tal caso, hay una solucién unica Xp, a las ecuaciones (6.15):
ixp Q=0, ix,n=1

y su flujo preserva la estructura cosimpléctica dada por  y 7. Esto es, si denotamos por F}, el
flujo de Xp, entonces FQ) = Q y Fy'n = 1. En coordenadas locales, F},(to, q0,p0) = (to + h, q1,p1).
Denotemor por F,SQ) la aplicacién F}EQ) (t0,q0,P0) = (q1,p1), ¥y por Fi, 4, : Pgo — Pgl la aplicacién
definida por

2
Ftl,t() (QO7P0) - Ft(llto (t()? q07p0) )

donde escribimos P} = (m)~1(t), con t € R. Obviamente, Fy, s, o Fy, 1 = Fiyt, en su dominio
comun.

Las subvariedades P} heredan naturalmente una estructura simpléctica w; tomando la restriccién
de w a P}. Andlogamente, denotemos por 6; la restriccién de 6 a P, y entonces w; = —d#,.

Es facil deducir que, en tal caso, Fy, ¢, es un simplectomorfismo; esto es, F}'
) y £t1,t0 ) » L1t

Wy, = Wy, notando
que

Q:w+d_H|p0/\T]

Este ultimo comentario serd interesante para la construccion de integradores geométricos para
sistemas de control éptimo que dependen explicitamente del tiempo.

6.3. Funciones generatrices

Sean (M;,w;), i = 0,1 dos variedades simplécticas exactas (es decir, w; es simpléctica y exacta,
w; = —db;, i = 0,1) y supongamos que g : My — M; es un difeomorfismo. Denotemos por Graph(g)
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el grafo de g, Graph(g) = {(zo,g(x0)) | xo € Mo} C My x My y por 7; : My x My — M;, i =0,1
las proyecciones candnicas. Consideremos la 1-forma y la 2-forma en My x M; definidas por

@(170) = 7Tik01 - 7'('80[)
Quo = mwi — mowo = —dO(y o)
Como es bien conocido, €1 o) es una forma simpléctica.

Sea i4 : Graph(g) — My x M; la inclusién canénica, entonces

i5(1,0) = (T0|Graph(g)) " (9"w1 — wo)

Usando esta igualdad, es claro que g es un simplectomorfismo si y s6lo si ig§2(1 gy = 0, esto es, si
Graph(g) es una subvariedad lagrangiana de (Mo x M1, Q(; o))

Ahora bien, si g es un simplectomorfismo, tenemos que
1982(1,0) = —digO(1,0) = 0
y, por lo tanto, al menos localmente, existe una funcién S : Graph (g) — R tal que
iy©(1,0) = dS (6.17)

Sean (qo, po) v (q1,p1) coordenadas de Darboux en My y M, respectivamente, tales que 8y = pg dqo
y 01 = p1 dq;. Puesto que Graph(g) es difeomorfa a My, podemos tomar (qo, pg) como coordenadas
naturales en Graph(g). Como (qo, po, q1,p1) son coordenadas en My x M, entonces, a lo largo de

Graph(g), tenemos que ¢1 = q1(qo,po), P1 = p1(g0,P0) ¥

p1dgi — podgo = dS(qo, po)

6.3.1. Funciones generatrices de primera especie

Asumamos que, en un entorno de cierto punto x € Graph(g), podemos cambiar este sistema de
coordenadas por un nuevo sistema de coordenadas independientes (qo, ¢1) (la condicién local es que
det (0q1/0pp) # 0). En tal caso, la funcién S puede expresarse localmente como S = S(qo,po) =

S1(qo, q1)-

Definicién 6.3.1. La funcion Si(qo,q1) se llamard una funcién de generatriz de primera
especie del simplectomorfismo g.

De (6.17) deducimos que

’ 0S4
0=—F5—
dqo
6.18
o5 o1
p1 = o1

(ver Fig. 6.2).

9251
09q09q1
generatriz para cierto simplectomorfismo ¢g determinado implicitamente por las ecuaciones (6.18),

9(q0,p0) = (q1,p1) (ver [3]).

Reciprocamente, si S1(qo, 1) es una funcién tal que det < ) # 0 entonces S es una funcion
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oS
(QO7 8q3 )

(71-0) |Graph(g)

(QO7QI) > (qo’_g§37qlv%)

(W1)|Graph(g)

a5
(QI> aq11 )

Figura 6.2: Una funcién generatriz de primera especie

Ahora supongamos que M es un fibrado sobre la recta real R, 7 : M — R, y M; = 7 (¢) son
las fibras, donde cada fibra M; esté equipada con una forma simpléctica wi. Sea g, ) + My — M
una familia biparamétrica de simplectomorfismos que satisfacen

G(ta,t1) © Y(t1,t0) = Y(t2,to)

Mostraremos que esta composicién puede ser traducida en términos de sus funciones generatri-
ces. Aun mads, los siguientes resultados dardn una interpretaciéon geométrica a las Ecuaciones de
Euler-Lagrange Discretas [128, 130]. En lo que sigue, se supondrd que, para cada intervalo [s, t]
la subvariedad lagrangiana Graph g, ) tiene una funcién generatriz de primera especie Sft’s). El
siguiente teorema muestra la relacién entre funciones generatrices para distintos intervalos de tiem-

po.

Teorema 6.3.2. Sea SftN’tO) una funcion definida por

2

S(tN’tO) ( S£tk+17tk) (

QO7QN) Qkan+1)

b
Il

0

donde q;, € My, 1 <k < N —1, son puntos estacionarios del miembro de la derecha, es decir,

0 = D25§tk’tk71)(%—1,%) + D1S§tk“’tk)(%,%+1)v 1<k<N-1

Si Sitk’tk_l) son funciones generatrices de primera especie para g, 1, ), entonces S%tN’tO) es una
Juncidon generatriz de primera especie para gy 1) * Myy — My .
Demostracion. De forma recursiva, basta verlo para N = 2. Consideremos la ecuacion:
0
o <S(t1’t0)(q )+ S (2, gy )) 0 (6.19)

Para (qo, g2) fijos, hay coordenadas unicas py, p2 tales que

(g0, Po, @2, p2) € Graph g, 4,)-

Por lo tanto, de las ecuaciones (6.18) sabemos que la ecuacién (6.19) tiene al menos una solucién
q1 determinada por g, 4,)(q0,Po) = (q1,p1) 0, alternativamente, por g(t2 1tl)(qg,pg) = (q1,p1)- Aln
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maés, para t; fijo, la solucién a la ecuacién (6.19) es unica, puesto que 9ist) + My — My es una
familia biparamétrica de simplectomorfismos.

Por tanto, definamos

1% (g0, g2) = S (g0, 1) + ST (a1, q2)

Ahora bien,
d(Sy*"" (g0, 42)) = d(S1™ " (g0, ) + 51" (a1, )
asgtlyto) asgl,to) g as§t2,t1) dq
= _— [ - R _ d
( 8(]0 (QOu Q1) + 8(]1 (QO7 Q1) 8q0 + 8(]0 (Q17 Q2) aqo q0
asgt%tl) 9 S§t1,t0) 91 0 S§t2,t1) dq1
| (@) + —E—(w0, )5+ —t—(q1.q2) 7 | d
( 9% (g1, 92) o (0, q1) % 000 (g1, 92) o
y aplicando la condicién de estacionariedad y las ecuaciones (6.18) deducimos que
9stto) 95 t2:t1)
d(s>") = 2L dgo + 21— d
(51 (90, 42)) Ao (90, q1) dgo + D4 (71, 92) dg2
= p2dge —podqo 1

6.3.2. La accién como funcién generatriz

En este momento estamos en condiciones de llevar este procedimiento al limite cuando el niimero
de subintervalos crece hasta infinito. Consideremos como su contrapartida continua una variedad
cosimpléctica (M,w,n), donde M fibra sobre R (mp : M — R) y n = WfR(dt). Denotemos por
M, = WI_RI (t), t € R. Tomemos una funcién hamiltoniana H : M — R, su campo de vectores de
Reeb Yy viene dado por

iy, (w+dH ANdt) =0 y tyyn =1

Sea F(yq) @ Ms — M; la familia 2-paramétrica de simplectomorfismos generada por Yy (ver la
seccién 6.2) y consideremos como forma simpléctica en cada fibra M; la restriccién de w a dicha

fibra.

Daremos una caracterizacién de las funciones generatrices de primera especie asociadas a F{y )
para t suficientemente cercano a s. Para realizar esto, tomemos coordenadas de Darboux (t,¢", p;)
O*H

dpidps )
condicién implica que si g1 estd proximo a qg y t; — to es suficientemente pequeno, entonces existe

en M y supongamos la condiciéon de regularidad det ( ) % 0. Obsérvese que esta ultima

una solucién tnica t — (¢, q(t),p(t)) de las ecuaciones de Hamilton tal que ¢q(to) = qo vy q(t1) = ¢1.
De esta forma,

Proposicién 6.3.3. Una funcion generatriz de primera especie para Fy, ;) viene dada por

t1

SE D anean) = [ (00~ H(t.a0),p(0) de

to
donde t — (t,q(t),p(t)) es una curva integral de las ecuaciones de Hamilton tal que q(to) = qo y
q(t1) = q1.
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Demostracion. Unicamente usamos las ecuaciones de Hamilton e integramos por partes:

08" ) = /“ <8p-+ 64_6H8q_8H@p> dt
oqp 100 o \0q! "Pagy ~ 0q 0q0  0p 0qo
/94 8q>
= L p— | dt
[g <p8q0 pa%
0
= —Po +p167(h = —Po
q0
y
pg\ito) /tl <6p . 9¢ OHdq OH ap>
L (qo,q1) = i pat — e — ) dt
o (00 o \0a?  Paq T 9q 0q1  Op o

b/ g dq >
- 9 500 g
/to <p aQ]_ pa(h

=p1—p %:pl
08(11 l

6.4. Comparacion de integradores variacionales con métodos basa-
dos en funciones generatrices

6.4.1. Integradores variacionales discretos

Los integradores variacionales discretos aparecen como un tipo especial de integradores ge-
ométricos. Estos integradores tienen sus raices en la literatura sobre control éptimo de los anos
sesenta y setenta (Jordan y Polack [77], Cadzow [15], Maeda [119, 120]) y en los ochenta, por
Lee [93, 94], Veselov [134, 156]. En estos trabajos, se introducen los siguientes conceptos: la ac-
cién discreta, las ecuaciones de Fuler-Lagrange discretas, el teorema de Noether discreto, etc.
Aunque este tipo de integradores simplécticos se han considerado para sistemas conservativos
[75, 78, 124, 130, 158, 159], se ha mostrado recientemente cémo la mecédnica variacional discreta
puede incluir sistemas forzados o disipativos [79, 130], ligaduras holénomas [59, 130], sistemas de-
pendientes del tiempo [112, 130], contacto con friccién [139] y ligaduras no holénomas (ver [26, 28]).
Atn maés, se ha discutido también la teoria de reduccién [11, 12, 95, 125, 127], extensiones a teorias
de campos [76, 126] y mecanica cudntica [137]. Todos estos integradores han mostrado un compor-
tamiento a largo plazo excepcional, y la investigacion en este campo interesa por consideraciones

tanto numéricas como geométricas.

En este punto, describiremos el célculo variacional discreto siguiendo el enfoque de [158] (ver
también [4, 57]). Un lagrangiano discreto es una aplicacién Ly : @ x @ — R (este lagrangiano
discreto puede considerarse una aproximacién del lagrangiano continuo L : TQ — R). Definamos
la accién Sy : QNV*! — R correspondiente al lagrangiano Lg por

N
Sa=>_ La(qr-1, ),
k=1
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donde ¢ € @ for 0 < k < N. Para cualquier covector o € T/

(1 m)(Q X @), tenemos una descom-

posicién a = a3 + ag donde «; € T Q. Por lo tanto,

dLq(qo,q1) = D1L4(qo,q1) + D2L4(qo, q1) -

El principio variacional discreto, o principio de Cadzow, afirma que las soluciones al sistema discreto
determinadas por Ly deben extremizar la accién para extremos fijos dados qo y gn. Al extremizar
Sq sobre qr, 1 < k < N — 1, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias

D1La(qr, qk+1) + D2La(qe—1,qx) = 0.

Estas ecuaciones se denominan habitualmente las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas.
Bajo ciertas hipétesis de regularidad (por ejemplo, que la matriz (Di2L4(qk, qrx+1)) sea regular),
este sistema implicito de ecuaciones en diferencias define un flujo discreto T : QQ x Q — @ x @,

por Y(qr—1,qk) = (k> Qrt1)-

Las propiedades geométricas correspondientes a este método numérico se obtienen definiendo
la transformacién de Legendre discreta asociada a Ly por

FL;j: QxQ — T*Q
(g0,q1) +— (g0, —D1La(q0,q1)) ,

y la 2-forma wy = F'Ljwq, donde wq es la forma simpléctica canénica en T™Q. El algoritmo discreto
determinado por T preserva la forma simpléctica wy, es decir, T*wy = wy. Atin mas, si el lagrangiano
discreto es invariante bajo la accién diagonal de un grupo de Lie G, entonces la aplicacion momento

discreta Jg : Q x Q — g* definida por (Ju(gqk, @r+1),€) = (D2La(qk; @k+1),§Q(qr+1)) es preservada
por el flujo discreto. Por lo tanto, estos integradores son simplécticos y preservan el momento.

6.4.2. Mecanica variacional discreta y funciones generatrices

Siguiendo la notacién de la seccién 6.3.1, para este enfoque, consideramos en cambio una a-

( (t:5)
1

. L t . .
proximacion adecuada S, *) de la accién S , por ejemplo

q1 — qo
),

Sy (q0.41) = (t = )L(ago + (1~ a)ar, *—

a € [0,1]

(con la suposicién de que @ puede ser considerado como un espacio vectorial). En la aproximacién
anterior vemos que el lagrangiano discreto puede verse como una aproximacién a la accién (que
es una funcién generatriz de primera especie para el flujo exacto solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange para dicho lagrangiano discreto).

Las ecuaciones de extremalidad son
_ (t.s) (t,s)
0= D2S;""(qu—1,qx) + D1S;" (qks qr41), 1<k <N -1

que son precisamente las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas (ver [130] y sus referencias).

Las transformaciones de Legendre se pueden ver ahora como proyecciones sobre T*(), como se
ve en 6.2, y la simplecticidad es una consecuencia directa de la construccion.
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Noétese que, alternativamente, podriamos haber considerado aproximaciones mejores. Estamos
ademaés suponiendo que L : T@Q — R es una funcién lagrangiana relacionada con el hamiltoniano
H via la transformacién de Legendre (ver [3]), lo cual es localmente posible por la regularidad de
H.

Denotemos por S1(qo, g1, to,t1) = Sgtl’to)(q[),ql). De la proposicién (6.3.3), se puede ver facil-

mente que

D351(QO,Q17t0,t1)=D3S§t1’t0)(QO7Q1) = H(to,q0,p0)
D4SI(QO7QI>tht1):D4S§t1’t0)(QO,Q1) = —H(ti,q,p1)

(ver también [130]). En consecuencia,
D4S§tk,tk—1)(qk_1,qk) + Dgsitk—o—latk)(qk’ Qk+1) —0 (6.20)

)

, . . thg 1ot . .
Deberia notarse que si tomamos una nueva funcién S((l MM una aproximacién adecuada a

ey 1ot . .
S§ s k), entonces las soluciones {qo, q1,...,qn} a las ecuaciones

Dzsc(ltk’tkfl)(%—hq;g) + Dls,gtk“’tk)(%, 1) =0, 1<ESN-L

no satisfacen (6.20) para valores arbitrarios de ty_1,tk,txr1. Por lo tanto, podemos escribir el
sistema de ecuaciones en diferencias

{ Dzsc(ltk’tkfl)(%—h qk) + Dlsc(ltk“’tk)(%, qk+1) =0,

(6.21)
D45’C(lt'“’tk_1)(%717 Q) + D3S§tk+l’tk)(%, Qrt1)

que, bajo suposiciones de regularidad, determinardn un flujo discreto dependiente del tiempo

D(qr—1, qks tr—1, tk) = (Q> Qer1s Ly thr1)
con paso variable hy = tx1 — t (ver [78, 93, 94, 112, 130]).

Las secciones subsiguientes consisten en nuestros trabajos de investigacion basados en las ideas
expuestas en esta seccion. Parte de este trabajo ha sido publicado en [113] y [114].

Adaptando estas ideas a diferentes situaciones, el anélisis de las diversas especies de funciones
generaciones y generalizaciones nos permitira construir métodos numéricos diversos con propiedades
geométricas interesantes para varios ejemplos, de los cuales exploraremos dos: la mecanica no
holénoma y la teoria de control 6ptimo, dejando la teoria de campos como parte de un trabajo
futuro.

6.5. Aplicaciones a la mecanica no holénoma

En un trabajo reciente, J. Cortés y S. Martinez [28] han propuesto la construccién de inte-
gradores no holénomos, que son tutiles para aplicaciones numéricas. Su construccién se basa en
el principio de Lagrange-D’Alembert discreto. Suponiendo que las ligaduras vienen dadas por una
distribucién D, este principio afirma que

(D1La(qk, @r1) + DaLa(qe-1,qx)); 6q), =0, 1<i<N-—1,
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donde dqy, € Dy, y ademaés, (qx, qr+1) € D4. Aqui Dy denota un espacio de ligaduras discreto Dy C
Q@ x Q. Este integrador tiene un buen comportamiento y hereda naturalmente muchas propiedades
geométricas del problema continuo. Obsérvese que el método estd basado en una discretizacién
del lagrangiano y una discretizacién coherente de las ligaduras, y ambos determinan las fuerzas de
ligadura.

De forma alternativa, proponemos un integrador no holénomo basado en la discretizacion del
lagrangiano (de forma m&s precisa, discretizamos la accién), pero tomamos una discretizacién
coherente de las fuerzas de ligadura, y ambas determinan la subvariedad de ligaduras. Este método
nos da, en general, integradores distintos de los de [28]. La tltima consideracién de la seccién previa
sera nuestro punto de partida para estudiar integradores no holénomos, y nuestras ecuaciones seran
conceptualmente equivalentes a las propuestas para sistemas con fuerzas externas (ver [130]). En
el caso particular de sistemas mecéanicos con ligaduras lineales en las velocidades, estudiaremos un
caso particular de integradores no holénomos que preservan la ligadura no holénoma original.

6.5.1. Funciones generatrices y mecanica no holénoma

Seguiremos argumentos similares a los dados para la construccion de funciones generatrices para
transformaciones canénicas [3]. Sin embargo, debido a la ecuacién (6.6), tenemos que el flujo no
holénomo no es una transformacién canénica, es decir,

h
Frwg—wg =d (/0 Ft*A> . (6.22)

Sin embargo, esta descripcién nos permitird construir una nueva familia de integradores no
holénomos para las ecuaciones (6.15). Denotemos por m; : T%Q x T*Q — T*Q, i = 1,2, las
proyecciones canonicas. Consideremos las siguientes formas

O = mbq -7,
QN = mwg—mwg = —dO .

Denotemos por i, : Graph(Fy) — T*QxT*( la aplicacién inclusion, y observemos que Graph(Fy,) C
M x M. Entonces, de (6.22) se deduce

i, = (7T1|Graph(Fh))*(F;:wQ_wQ)

= (T1Graph(Fy))” [d (/Oh Ft*Aﬂ 7

h ~ h
’L}h@ = (771|Graph(Fh))* |:d </0 L OFt dt) —/O Ft*A:| .

Sean (qo, po,q1,p1) coordenadas en T*Q x T*(@Q en un entorno de cierto punto de Graph(Fy).

o, de (6.6), se tiene

Si (qo, po,q1,p1) € Graph(Fy) entonces U%(qo,pp) = 0y ¥%(q1,p1) = 0. Aldn més, a lo largo de
Graph(F}), ¢1 = q1(q0,Po0) ¥ P1 = P1(q0, o), tenemos que

h ho_
pr das — podao — d ( [ o dt) - [ aw.ao. (6.23)
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donde (q(t),4(t)) = Ft(qo, do) con Leg(qo, Go) = (qo,po). Aqui F} denota el flujo de &r.p- La ecuacién
(6.23) se satisface a lo largo de Graph(Fp,).

Supongamos que, en un entorno de cierto punto x € Graph(F},), podemos cambiar este sistema
de coordenadas a un sistema nuevo de coordenadas (qg, q1). Denotemos por

h
S (g0, 1) = / L(q(t), (b)) dt
0

donde ¢(t) es una curva solucién del problema no holénomo con ¢(0) = ¢ y g(h) = ¢1. Esta solucién
siempre existe para valores adecuados de ¢y y ¢1. Observemos ademaés que

OH
q1=qo + hafp(Q(hpo) +0(h?),

de donde, puesto que det ( Opi0p; ) # 0, deducimos localmente que py = po(qo, g1, h). Pero ademds
(go,po) € M; en consecuencia, p*(qo,q1,h) = ¥*(qo,po(qo, q1,h)) = 0. Asi, la curva

(q(t),q(t)) = Leg™ " (Fi(qo, po(q0, q1, h))) ,

verifica las hipdtesis necesarias si (g, q1,h) = 0.
Por lo tanto, deducimos que

ash / 6q
= —— 4+ A
po dqo 3610

ash h dq
=2 Aqld),q(t)— |
p= o= | Rato i) 3

(6.24)

y donde (qo, q1) verifica la funcién de ligaduras ¢(qo, q1, h) = 0, definidas explicitamente por

h h
©“(q0,q1,h) = ¥*(qo, —%;(q(),ql) +/0 A(g(t),d)5—), 1<a<m, (6.25)

siendo ¢(t) una solucién del problema no holénomo para ¢(0) = qo y q(h) = q1.

El siguiente paso es mostrar cémo se expresa la ley de composicién del flujo Fy,

FNh:FhO...OFh
—_——
N

en términos de las correspondientes “funciones generatrices” S”. Nétese que aunque no son funciones
generatrices propiamente dichas, las llamaremos asi cometiendo un pequeiio abuso del lenguaje.
Ademas, el siguiente teorema permitird la construccién de integradores numéricos nuevos para
la mecanica no holénoma cuando cambiamos la funcién generatriz y las fuerzas de ligadura por
aproximaciones adecuadas. Como generalizacién del teorema 6.3.2 tenemos el siguiente

SNh

Teorema 6.5.1. La funcion , funcion generatriz para Fyp, viene dada por

N-1

SN (g0, qn) = S"(qr, qrr1)
k=0
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donde q, 1 < k < N — 1, son puntos que verifican

h 2h _
D28 (e, 00) + DiS" (g anr) = [ Rla a5 + [ Ra(o.d(0) 5 (6.26)

y q(t) es una curva solucion del problema no holénomo con q(0) = qx—1 y q(h) = qr (respectiva-
mente, q(h) = qx y q(2h) = qr+1) para la primera integral (resp., la sequnda integral) de la parte
derecha de (6.26).

Demostracion. Por un argumento recursivo, basta ver el resultado para N = 2, es decir,

SQh(q07q2) = Sh(q0> Q1) + Sh(Qla QZ) )
donde ¢ verifica (6.26).

Puesto que
prdg —podgo = dS™(qo,q1) —

padgy —prdg = dS"(qi,q2) —

entonces

h 2h _
padas =~ podan = d (" (av,) + $"(an. )~ [ Rla(o.d(0) ~ [ Rate)ate).

Como las variables ¢; no aparecen en el lado izquierdo, se sigue que

h h h . 0q 2h ) Jq
0= DaSta0. ) + DiS(ana) — | Moo a5t~ [ Rate). )2 (6.27)
y para una eleccién de ¢ que verifique (6.27) entonces

S?M (g0, q2) = S"(qo, 1) + S™(q1, ¢2)

es una funcién generatriz de primera especie de Fyp, porque

%h _
P das — po dao = dS* (g0, @2) — /0 Ra(e),d(e)) -
como querfamos probar. 1

Las ecuaciones (6.26) determinan un sistema implicito de ecuaciones en diferencias que nos
permiten obtener g2 desde los datos iniciales gy y ¢1. Una consecuencia interesante de esto es
que estas ecuaciones preservan la subvariedad de ligaduras determinada por las ligaduras ¢ = 0,
1 < a < m. De hecho, si ¢*(qo,q1,h) =0 (es decir, ¥?(qo, po) = 0) entonces

0
SOG(QIaQ%h):\I’a(QL qo,ql /A 8(1)
q1

y ahora, aplicando (6.24), obtenemos que
©*(q1,92,h) = ¥*(qu,p1) =0,
porque Fy(qo,po) = (q1,p1) y el flujo preserva las ligaduras.

La siguiente nota es clave para la construccion de integradores no holénomos.
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Nota 6.5.2. Si en lugar de (6.24) tomamos la ecuacién
05"

Po = _T +046L(QO7(]1) )

940 (6.28)
08 B ah( )
pP1 = 3(]1 1\40,41) ,

donde S” es una funcién de las coordenadas (qo,q1) y o = aé’ dqo + a’f dqi1, y reemplazando las
funciones de ligadura por

~a a 8‘§h
2 (QO7QI7h) =wv (QOa—W+a8(QOaQ1)) 5 (629)
obtenemos
p1dqr — podgo = dS™ — o™,
a lo largo de ¢* = 0.

Supongamos que

925k dah
det | =2 220 ) 20, 6.30
(3%56]1 oq ) 7 (6:30)

entonces, aplicando el teorema de la funcién implicita, tenemos localmente que ¢1 = ¢1(qo,po), ¥
por lo tanto, la aplicacién

Gr(q0,po) = (q1,p1)
estd bien definida.
Consideremos la aplicacion Gy, definida por
Gynp=Gpo...0Gy .
—_——
N

Siguiendo un argumento similar al teorema 6.5.1, Graph(Gyy,) se describe por

dSNh N
po = — 90 (g0, qn) + g (g0, 9N)
2 . (6.31)
PN = aqiN(QO,QN) — Qg (QO7QN) )

donde SM (g0, qn) = i S™(ak, qer1) ¥ @™ (q0,an) = Sho a(qr, @rs1)- Los g, 1 < k <
N — 1, verifican

DoS™(qr—1,q1) + D1S™ (a1, 1) = & (qu-1, ax) + ol (qr, qry1), 1<k <N -—1. (6.32)

Analisis del error en la ligadura

Como hemos visto, si nuestra “funcién generatriz”es S”, entonces tenemos conservacién exacta
de las ligaduras ¢®. Investigamos lo que sucede cuando la “funcién generatriz”es una aproximacion.
Seguimos argumentos similares a los de la subseccién 2.3 de [130].
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Supongamos que @, y por tanto T'Q) y T*(Q), son espacios vectoriales finito dimensionales con

producto interior (.,.) y la correspondiente norma || ||.

Consideremos una funcién generatriz aproximada S" y una fuerza de ligadura discreta apro-

ximada o = afb dq® para el problema no holénomo, ambas de orden r (se supone que todas las

funciones son al menos C?); por lo tanto, existe un abierto U C D de clausura compacta y unas

constantes ¢,d; > 0,1 <1¢<mn,y H >0 tal que

gh(QO,%) = C_IOaQ1) +C(q07qlah)hr+1

azh = /A dt+D(q0,q1,h)h’"+1

(6.33)

(6.34)

para todas las soluciones ¢(t) del problema no holénomo con ¢(0) = qo, ¢(h) = ¢1 y condiciones

iniciales que pertenecen a U y h < H. Aqui C'y D;, 1 < i < n, son funciones diferenciables tales

que (|C(qo,q1,h)|| < cy |Di(qo, q1, h)|| < ds en U.

Tomando derivadas tenemos que

aSh ash aC
87%((]0,611) = TqO(QO,m) + afqo(%ﬂhh)
y también
N aqi h 8qi
(g0, q1) = (@0); = [ Ailq(t),4(t))

h

donde ahora o’ = ol dgo + o dg

Por lo tanto, deducimos que

~a a 08
2 (907(117}1) = Vv (q07_ﬁ+a0(q07q1))

osh - rh 0
= Wl =G+ [ R0 55 + o

dqo
= U0, po) + E*(q0, q1, h)R"H!

h?“—‘rl

", dD; .
dt+) 70((107 g1, h)h"™*!

=1

= Ea(QO) q1, h)hr+1

donde E® son funciones acotadas. Por lo tanto, el algoritmo discreto preserva la ligadura hasta

orden 7.

Analisis del error local

Suponiendo que

2 gh
det( 925 a%) 0.

0q00q1  Oqu

(6.35)

obtenemos un flujo discreto G* : V' C T*Q — T*Q. Utilizando las ecuaciones (6.24), (6.33) y

(6.34) deducimos que
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ash  [ho . 0q 0§
Po = =5 +/ Aq(t),q(t)) n— g ——(q0,q1) + afi(qo, @) + Eo(go. qu, )L™+,
0 dgo  Dqo

(6.36)

st b dq 95" .
PL=F— —/ A(q(t), (t))aq =3 —— (g0, q1) — 4 (q0, q1) + E1(qo, q1, h)h" T,
0 q1 q1

donde Ey y F4 son funciones diferenciables y acotadas.

Aplicando el teorema de la funcién implicita a (6.36), es ficil mostrar que, de las condiciones
(6.33) y (6.34), G" es un integrador de Xy s de orden r (para més detalles, ver el teorema 2.3.1
de [130]).

6.5.2. Construccién de integradores no holénomos

En lo que sigue, y por simplicidad supongamos que () es un espacio vectorial. Puesto que te-
nemos que S"(qo, q1) fo (t)) dt, donde ¢(t) es una solucién no holénoma para ¢(0) = g
y q(h) = q1, usando la nota 6.5.2, podemos obtener integradores no holénomos tomando aproxima-
ciones adecuadas de la “funcién generatriz” S" y el término extra foh A(q(t),4(t)).

Consideremos, por ejemplo, la aproximacion

Sk(a0.a1) = hL((1 = a)ao + agqr, ") | (6.37)

para algiin parametro a € [0, 1]. (En general, escribiremos S”(qo,q1) =~ S"(q0, q1).)

Unas aproximaciones naturales de las fuerzas de ligadura adaptadas a nuestra aproximacion a
Sh son

h~ ~ —
| Raterdngt ~ 0= bR - )+ an, L)

a6] N T a1 —qo
/A ), q(t 36]1 ~ ahA((1 - a)q + aqi, - ).

Consecuentemente, las ecuaciones (6.32) nos dan el siguiente método numérico para sistemas
no holénomos

T i — qk—
DySh(qk—1, @) + D1Sh (g qrs1) = ahA((1 = a)ge—1 + oy, %)
+(1 = )hA((1 = )i+ agerr, B L 1<k <N -1,
con una condicién inicial que satisfaga
h X a1 —qo
@a(QOa q1, h) = \Ila(Q(L _Tq:(%ﬂl) + (1 - a)hA((l - a)qo + aqi, h )) =0.
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Nota 6.5.3. Obviamente, se puede producir una mayor variedad de métodos discretos. Por ejemplo,

h
Ssym,a

1 1
= 552 + 55{104 )

da un método de segundo orden para cualquier « € [0, 1]. Ademads se pueden considerar aproxima-

ciones de orden superior a la funcién S”.

Ejemplo 6.5.4. La particula no holénoma.

Consideremos el lagrangiano L : TR®* — R

1. . :
L= 49" +4%) = (@® +47),
sujeto a ligaduras

p=2—yr=0.
Es fécil de calcular las ecuaciones diferenciales no holénomas
2z + yzy
R
vy o= 2
—2zy + Yy

T T

donde la 1-forma de ligadura es
2xy — Ty

A= Ty (dz — ydx) .

El sistema considerado es puramente conservativo, y no debiera por tanto haber pérdida de energia

en el tiempo.

Tomando

h|(z —z0\? — 2 21— 20\ 2
S19 (0,90, 20, 71,91, 21) = 2[< 1h U> +<y1hyo) +< 1h 0)]

(7ot 2_ yo+u1\’
2 2 ’

obtenemos el integrador no holénomo

T1 — Zo _h331+9€0 X2 2 _hxz-l-xl
h 2 h 2
B _ﬁ [(3614-560)2(2/1—1—140) _ (ﬁl—xo}zgw—yo) n + Y0 . (a:2+x1)2(y2+y1) _ (902—961}25312—241) . W +
2 2
2 1+ (leQF?JO) 2 1+ (y242ry1) 2
Y1 — Yo Yy1+Y Y2 — Y1 Yo +yr
h h 2 h h 2 0,
Z1 — R0 zZ9 — 21
h h
h [(xﬁwo)(yﬁyo) _ (z1—20)(y1—y0) (z2tz1)(y2+y1)  (w2—=1)(y2—y1)
= — 2 h2 _I_ 2 h2
+ 2 + 2
T e L (a5m)
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La funcién de ligadura R x R? es

(z1txo)(y1t+yo) _ (z1—x0)(¥1—Y0)

_ z1—20 h 2 h?
a h) = — _
@ (x07y07207:1:17y172:17 ) h 9 1 4 (y142ry0)2
. 21 — 70 . hfL'l ¥ - ﬁ (x1+x0)2(y1+yo) . (:mfzo}zgylfyo) ‘ y1 -+ Yo
oy 2 2 1+ (1fw)? 2

Las siguientes figuras muestran la preservacion de energia como punto de comparacién de las
implementaciones numéricas del método expuesto arriba con otros métodos.

La figura 6.3 compara el método expuesto con el método de Runge-Kutta de cuarto orden,
mostrando una mejora en varios 6rdenes de magnitud. Obsérvese que, en esta escala, el valor de
la energia a cada paso del algoritmo es practicamente indistinguible del valor inicial de la energia.
Por lo tanto, nuestro método no disipa la energia artificialmente

energy
1.15 T T T
Initial value of energy
— — Proposed method
—— Runge-Kutta

11k q

1.05 q

0.95 q

0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 6.3: Nuestro método frente a Runge-Kutta

La figura 6.4 es una comparacién de nuestro método con el que apareci6 en [26, 28]. Se observa
un comportamiento similar, aunque se puede notar un comportamiento ligeramente mejor, donde
nuestro algoritmo muestra una mejor preservaciéon media de la energia.

Para las mismas condiciones iniciales, la figura 6.5 muestra un muy buen comportamiento de
la funcién de ligadura con respecto al tiempo (obsérvese la pequena escala).
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energy

1.0128 T T T
Initial value of energy

— — Proposed method ~

—— Cortés—Martinez I\ q

1.0127} N

1.0126 - “‘ L , I
10125} | y\‘% ;}M“H ‘MH“‘
10124 [ 1|0 [ I
101231

1.0122

1.0121

1.012

1.0119

1.0118 I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 6.4: Nuestro método frente al de Cortés-Martinez

Nota 6.5.5. Una discusion sobre el enfoque de la funcién generatriz y el principio
discreto de Lagrange-D’Alembert

Como es bien conocido, una caracteristica notable de las transformaciones simplécticas es que
pueden ser expresadas en términos de una unica funcién real S, la funcién generatriz de dicha
transformacion canodnica. Por lo tanto, cualquier integrador simpléctico tiene asociada una funcién
generatriz. Tomando aproximaciones adecuadas de la funciéon generatriz asociada al flujo exacto
del sistema hamiltoniano, obtendremos integradores simplécticos (ver por ejemplo, los métodos
de Runge-Kutta simplécticamente particionados en [70]) usando funciones generatrices de primera
especie, segunda especie, etc. s también posible construir métodos numéricos simplécticos de
orden superior considerando mejores aproximaciones a las funciones generatrices en las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi (ver [24] y la seccién 6.7.5).

Como hemos visto en secciones anteriores, el enfoque variacional discreto y el enfoque de la
funcién generatriz son de hecho el mismo para funciones generatrices de primer orden. Es decir,
considerando la integral de accién como funcién de (qo, q1), para la solucién ¢(t) de las ecuaciones
de Euler-Lagrange tenemos que

h
S (g0, 1) = / Lq(t), d(t)) dt
0

(éste es precisamente el lagrangiano discreto exacto, usando la notacién de Marsden y West [130]).
Por lo tanto, un lagrangiano discreto Ly es una aproximacién discreta a la accién integral anterior,
0, en otras palabras, una funcién generatriz aproximada para S”.

En la seccién 3.2 de [130], los autores discuten mecanica variacional discreta con fuerzas, y
usan el asi llamado principio discreto de Lagrange-d’Alembert, simulan un sistema lagrangiano o
hamiltoniano forzado dado eligiendo lagrangianos discretos y fuerzas discretas para aproximar la
evolucién exacta.
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Figura 6.5: Preservacion de la ligadura

Formalmente, el enfoque seguido en las secciones previas es equivalente al seguido en [130]
considerando un sistema no holénomo como un sistema lagrangiano con fuerzas determinadas por
las ecuaciones de ligaduras. Sin embargo, se gana perspectiva desde el enfoque de las funciones
generatrices. En primer lugar, porque nuestra teoria estd lista para la construcciéon de nuevos
integradores numéricos para sistemas no holénomos usando la teoria de Hamilton-Jacobi para
sistemas no holénomos (ver [47]) o incluso “funciones generatrices” para sistemas no holénomos de
diversos tipos. Obsérvese que, por ejemplo, los métodos de Runge-Kutta simplécticos se generaron
usando funciones generatrices de tercera especie (ver [144]). En segundo lugar, puesto que los
integradores simplécticos basados en funciones generatrices estan fuertemente establecidos en la
investigacién en andalisis numérico, creemos que nuestra presentacion serd mas clara que la usual
basada en lagrangianos discretos, usada frecuentemente por investigadores en mecanica geométrica.

6.6. Sistemas mecanicos con ligaduras lineales. Métodos numéri-
cos geométricos que preservan las ligaduras

En la seccién anterior hemos construido una familia de integradores numéricos para la mecanica
no holénoma, estos integradores no preservan la ligadura, aunque observamos que el error cometido
es muy pequeno. Esta respuesta no es totalmente satisfactoria para un método numérico de un
sistema no holénomo (como por ejemplo, las ligaduras de rodadura en vehiculos con ruedas), por
lo que imponemos la preservacion de las ligaduras no holénomas, obteniendo una subfamilia de los
métodos numéricos expuestos en esta seccién. Como veremos, se gana mayor precision al restrin-
girnos al caso (por otro lado general, en un sentido mecéanico) de lagrangianos de tipo mecénico
(L =T —V) y ligaduras lineales en las velocidades.
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Por lo tanto, supongamos que el sistema mecédnico, dado por el lagrangiano L : TQ — R

L(vg) = %g(vqu) —Vi(q)

estd sujeto a ligaduras no holénomas ¢ : TQQ — R, 1 < a < m. Puesto que las ligaduras no
holénomas que aparecen con frecuencia en la mecanica son lineales en las velocidades, supondremos
también que

$(¢:9) = pi(a)¢', L<a<m.

Desde un punto de vista geométrico, estas ligaduras lineales se determinan dando una distribucién
D en @ de dimension n — m tal que el anulador de D viende dado localmente por

D° = (u® = pldg’ ;1 <a<m).
De esta forma, las soluciones del sistema lagrangiano no holénomo satisfacen
Ve é(t) = —grad V(c(t)) + A(é(t)), ¢é(t) € Doy (6.38)
donde X es una seccién de D+ a lo largo de ¢, y D+ es el complemento ortogonal de D con respecto

a la métrica g.

Como g es una métrica riemanniana, la matriz m x m (C%) = (u¢g u?) es simétrica y regular.
Por tanto, podemos determinar explicitamente

o _— 1% L Ous
) % _ 1 k_ 1 a 7 7 b
A(¢'(t),4'(t)) = Cap (( 47 gjaqj)m +4'¢ 8qj> Z (6.39)

i-k son los simbolos de Christoffel, y el campo de vectores

donde (Cyp) es la matriz inversa a (C%), T ]

Z% se define por
9(Z%Y) = p*(Y), for all vector field Y, 1 <a<m,

es decir, Z% es el gradiente de la 1-forma p®. Por lo tanto, D+ = (Z*), 1 < a < m. En coordenadas
locales, tenemos que

'
a _ _ij,a

Usando la métrica g y la distribucién D podemos obtener dos proyectores complementarios

P:TQ — D,
Q:TQ — D+,

con respecto a g. El proyector Q viene descrito localmente por

Q:Cabza®1ub :

Usando estos proyectores, podemos obtener las ecuaciones del movimiento como sigue. Una
curva c(t) representa el movimiento para el sistema no holénomo si satisface las ligaduras, digamos
@*(¢(t)) = 0, para todo a, y ademads satisface las “ecuaciones del movimiento proyectadas”

P(Vew ¢(t)) = —P(grad V(c(t))) (6.40)
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Pero estas condiciones son equivalentes a
&(t) € Degry » Veye(t) = —P(grad V(e(t))) ,
donde V es la conexién lineal modificada, definida por
VxY =VxY + (VxQ)(Y)

para todos campos de vectores X e Y en Q.

Como las ligaduras son lineales, de (6.25) se deduce

a ij ash a ij h~ . dq
—#(90)9” (90) —— (90, ¢1) + 1 (90)9” (20) | Alg(1),4(t)) = =0, 1<a<m, (6.41)
aqo 0 8%
0, en términos de proyectores,
h ~
O, (D15 (a.0))) = Qi (D1 [ Rtattn o)) (6.2
0
Atdn més, la dindmica preserva las ligaduras ¥*, lo que implica que
osh h dq
U (q1, —(qo,q1) — Aq(t),q(t))=—) =0,
(01 G0 ) = [ Rlal0.(0) 55
0, en otras palabras,
h "
0y (28" () = Qs (D2 [ Reatt.at0) (6.43)

Por lo tanto, las ecuaciones (6.42) y (6.43) muestran que la conservacién de las ligaduras de forma
exacta es equivalente a dar una relacién entre la funcién generatriz y las fuerzas de ligadura.

Asi, las ecuaciones (6.26)
h h h L 0g 2h . 0q
Do (a1 00) + D" (i) = | Rad®) gt + [ Ra(o.d)

0 Oq h Iqo
se pueden reescribir usando la expresién (6.43) como sigue
h 2h
< oy 94 % o 94
h h

Pl <D2S (%—h%)) + D1S™(qk> Qr+1) = Plg, (/0 A(q(t),q(t))aql> +/h A(q(t),q(t))a(% , |
6.44

Ahora bien, considerando una funcién generatriz aproximada S” y una fuerza de ligadura apro-
ximada o/ = ol (g0, ¢1) dgo+0%(qo, q1) dg1, como en la nota 6.5.2, de la discusién previa, sustituimos
la fuerza de ligadura aproximada por:

a" = af(q,q1)dgo

+Pg (@ (g0, 1) dar) + Qy (Dzs’h(%,m))

Por lo tanto para S” y @" las ecuaciones (6.32) se reescriben como

Pig, (ngh(%—h%)) + D1S™(qr, qe1) = Py, (Oé?(%—l,qu» + af (qrs qrr), (6.45)
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para 1 < k < N — 1. La importancia de las ecuaciones (6.45) es que generan un algoritmo que
preserva automaticamente las funciones de ligadura exactas ®“. De hecho, si aplicamos el proyector
Q a las ecuaciones (6.45) obtenemos:

Q‘Qk <Dlgh<qk7Qk+1)> = Q|qk (048(%7%4&) (646)
~a o oSh N
& (qk, Q15 h) = ¥ (qr, —qu(%%ﬂ) + o (qr, qr+1)) =0

es decir, las ligaduras se satisfacen.

Por lo tanto, el algoritmo geométrico que hemos obtenido funciona como sigue:

Plas (DZSh(Qkflan)) + D1S"(qk, G1) = Py, (a?(qu,Qk)) + af (ar, qrr1),

donde las condiciones iniciales satisfacen:

¢a<QO7 q1, h) =0

Eligiendo ag y a? en D, obtenemos ecuaciones para los integradores no holénomos con un
gusto mas geométrico:

Integrador geométrico no holénomo

Pl <D2§h(%—17 ar) + D15" (g, Qk+1)> =0 (6.47)

que se interpreta como una discretizacién de las ecuaciones (6.40):

Ve é(t) = —P(grad (V(c(t)))

6.6.1. Integradores no holénomos que preservan las ligaduras

Para la clase de integradores introducidos en la seccién 6.5.2, encontramos la siguiente familia
de integradores no holénomos que conservan las ligaduras:

Pa (Dzsg(qk_l, qk)) + D1S"(qr, qrs1) = @b Py, (K(u ) + g, %—%1)>

h
+(1 = )hA((1 = @)gr + ageyr, T 1< k<N -1,
con condiciones iniciales que satisfagan
a ij 83{2 a ij N q1 — (g
— 13 (q0)g ](QO)?qj(QOa q1) + (1 — @) huf (90)9" (a0) Aj (1 — a)go + gy, = h %)) =0.
0

Ejemplo 6.6.1 (De nuevo la particula no holénoma). Construyendo el algoritmo previo para
la particula no holénoma, obtenemos el siguiente integrador no holénomo que preserva las ligaduras:
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1 (ml—xo_hx1+xo)_xg—xl_hx2+x1+ Y1 <z1—20>

14 y? h 2 h 2 1+y3 h
1 (@14z0)(y1+yo)  (z1—w0)(y1—y0) _ _
_ _ﬁ Gy 5 — ) Y1t Yo . (962+~’01)(y2+y1) _ (x2 Il)(yz Y1) ety
2 1+ (y1+y0) 2 1+ (y2+y1) 2
(x1+3?0)(y1+yo) _ (@1—=20)(y1—y0)
W 12
1+ y% 1+ (y1+yo) ]
Y1 — Yo yit+Y% Y2—UY1 Y2 + Y1
—h — —h =0
h 2 h 2 ’

yi AR _2oAa 0 L1 =Ty, T1F To
1+ yi h h 14 yi h 2

9 (z1tzo)(yityo)  (z1—0)(y1—yo) (z2tz1)(y2+y1)  (w2—=1)(y2—y1)
_h| oy 2 12 n 2 h2
2 1—|—y% 1+(y1+yo) 1_|_(y2+y1)2
- (w1+l’o)(y1+yo) (- Io)gyl—yo) 0 0
1+y? 1+ (y1+yo) 2
con una condicion inicial que satisfaga
(o L ) = Az ﬁ (11+270)2(y1+y0) _ (Il—zo}zgyl—yo)
¥ (%o, Yo, 20, T1, Y1, 21, 1) = h 9 14 (y1+y0)2
21 — 70 w1 +z0  h (x1+xo)(y1+yo)  (za— mo)gy1 Yo) v1 + 1o
+ % +h - = :
h 2 2 1+ (y1+yo) 2

Para las mismas condiciones iniciales, la figura 6.6 muestra la conservacién exacta de la funciéon de
ligadura con el tiempo de nuestro algorimo.

Nota 6.6.2. En analisis numérico, un enfoque para la resolucién numeérica de ecuaciones en dife-
rencias es la proyeccién en un conjunto de invariantes. Estas técnicas de proyeccién no deterioran
el orden de convergencia del método, aunque pueden, en algunos casos, destruir el buen compor-
tamiento a largo plazo de la solucién. Sin embargo, se tiene un comportamiento diferente en las
técnicas de proyeccién que hemos construido en esta seccién.

Obsérvese que una caracteristica notable de los sistemas no holénomos es la no preservacién de
la forma simpléctica, por lo cual, el flujo no es una transformacién simpléctica; de forma geométrica

’£XH,JMWQ =dA#0

En la seccién 6.5.2 hemos disefiado integradores que verifican una versién discreta de las ecuaciones
anteriores. El uso de técnicas de proyeccién es adecuado en este caso, puesto que recuperamos las
propiedades geométricas del sistema no holénomo.

En el ambiente continuo es bien conocido (véase por ejemplo [108]) cémo obtener la solucién a
los sistemas no holénomos desde la dindmica libre usando técnicas de proyeccion. Las técnicas de
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Figura 6.6: Conservacion de la ligadura del método nuevo frente a Runge-Kutta

proyeccién se utilizan también en un ambiente riemanniano, modificando la conexién de Levi-Civita
para obtener una conexién afin que proporcione la dindmica correcta (ver [27] y las referencias en
dicho articulo). Esta es la idea principal de la seccion anterior, en la que mostramos que las técnicas
de proyeccion son 1tiles para sistemas no holénomos. Obsérvese por ejemplo el integrador propuesto
en (6.47). Tomamos un integrador variacional, y por tanto simpléctico (una propiedad negativa en
un integrador no holénomo), y proyectando ortogonalmente la ecuacién de Euler-Lagrange discreta,
obtenemos un integrador no holénomo.

6.7. Aplicaciones a la teoria de control 6ptimo

El mismo tipo de argumentos se pueden aplicar a funciones generatrices de otras especies para
resolver otros problemas, como el problema del control éptimo, que estudiaremos en esta seccion.

En este caso, damos la solucion general de un problema de optimizacién para sistemas discretos
y analizamos su comportamiento geométrico, y en particular, su simplecticidad.

Supongamos que las ecuaciones de estado discretas estdan dadas por la ecuacién dinamica
Q1 = 'k qroug), k=0,1,....N—1, A=1,....,n (6.48)

o, en breve, qx+1 = f(k, gk, ux), donde go viene dado de partida.
El indice de rendimiento o funcién objetivo es:

N—
J =S8N, q(N))+ ) L(k,ax, ur) (6.49)
k=0

—_
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donde S es una funcién del tiempo final, y del estado a tiempo final N, y L es una funcién variable
con el tiempo del estado y las entradas de control en cada paso intermedio k£ del tiempo discreto.

El problema de control éptimo se resuelve encontrando controles uy, k = 0,1,...N — 1, que
llevan el sistema a lo largo de una trayectoria q;, k = 0,1,..., N, que verifique las ecuaciones de
estado y minimiza el indice de rendimiento.

6.7.1. Solucién al problema del control 6ptimo discreto

Resolvamos las ecuaciones de control éptimo para el problema de optimizacién discreto deter-
minado por (6.48) y (6.49) usando el enfoque de los multiplicadores de Lagrange. Consideremos
las ecuaciones de estado (6.48) y las ecuaciones de ligadura, entonces tenemos N - n ligaduras, y
asociamos un multiplicador de Lagrange a cada ligadura. Construimos después la funcién de coste
aumentada J’ como

N-1
J = (P41 (f (K, @ uk) — qrgr) — L(k, @y ue)] — S(N, q(N)) (6.50)
k=0
donde pri1 = ((pg+1)i) se consideran multiplicadores de Lagrange, con A = 1,...,ny k =

0,...,N —1.
Tomando la funcién hamiltoniana
H(k, qr, pr+1, uk) = pr1 f (b, qr, ue) — L(k, qr, ur,)

deducimos que las condiciones necesarias para un minimo con ligaduras vienen dadas por:

OH
W = T (b Pyt ) = £ g ) (6.51)
OH of oL
PE = aﬁq(k,%mkﬂ,uk) = Pk+13fq(k,qk,uk) — 87(](]{;7%’%) (6.52)
OH o i
0 = %(k,%pkﬂ,uk) = pk+1£(k,qk,uk) - %(kz,qk, ug) (6.53)

donde 0 < k < N — 1, y las condiciones de transversalidad
oS :
PN = —afq(N, anv) vy qo fijos.

Obsérvese que la condicién de recursion para el estado g avanza con el tiempo, pero la variable
de coestado py evoluciona hacia atras en el tiempo. Por lo tanto, las condiciones de frontera que se
requieren para hallar la solucién son el estado inicial gg y el coestado final py.

0’H
det <8u“8ub> 70

Supongamos que

entonces, localmente, uj, = h(k, qi, pr+1). Si denotamos por

E[(kv QICapk+1) = ﬁ(ka 4k Pk+1, UZ)
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entonces, las ecuaciones (6.51), (6.52) se reescriben como

oH
= —(k,q, 6.54
qk+1 ap ( » 4k pk+1) ( )
oH
= —(k 6.55
Dk 9 (K, Qis Prt1) (6.55)
con 0 <k<N-—1.
Consideremos la funcién
Gk Ges1, k1) = H(k qr,Prr1) — Pro1@hr1, O0<k< N —1.
Entonces, para un k fijo:
OH oH
dGr = —(k, @k, pre+1) dax + 57— (K, @k, Pit1) dDk+1 — Prt1 Qg1 — Qg1 APrs1 -
0qx; Opr41

A lo largo de soluciones de las ecuaciones (6.51), (6.52) y (6.53), tenemos que:

dGriSol = Pk dqk — Pr+1 dqk+1
lo que implica que
dpg N dqi, = dpg41 N dqi+1 - (6.56)
a lo largo de soluciones de (6.51)-(6.53).

En una seccién posterior analizaremos el significado geométrico de (6.56), que se interpreta
obviamente como la simplecticidad del problema de control 6ptimo discreto en términos de una
forma simpléctica natural.

6.7.2. Funciones generatrices de segunda especie

La construccién de funciones generatrices méas generales serd util en secciones posteriores. Por
ejemplo, supongamos que (qo,p1) son coordenadas locales independientes de Graph(g). Entonces,
la funcién S se escribe como S = S(qo, p1).

Tenemos que
p1dq1 — podgo = —q1 dp1 + d(qip1) — podgo = dS.
Si definimos

Sa2(qo, 1) = qip1 — S(qo, p1),

donde ¢; se expresa en términos de gy y p1, entonces deducimos que

q1 dp1 + podgo = dS2(qo,p1)

Usando la misma definicién que encontramos en [3] tenemos la siguiente
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Definicién 6.7.1. La funcion Sa(qo, p1) se llamard una funcién generatriz de segunda especie

para el simplectomorfismo g.

Tenemos que

» 05o
0= 7
dq0
6.57
95, (6.57)
1= 35—
! op
3 . .z . 8252
Reciprocamente, si S2(qo, p1) es una funcién generatriz tal que det 0 = ( entonces Sy
qoop1

es una funcién generatriz para cierto simplectomorfismo determinado por las ecuaciones (6.57) (ver
3])-

Denotemos por F; ) @ Ms — M; el grupo biparamétrico de transformaciones canénicas ge-
neradas por el campo de vectores hamiltoniano Xy, como en los pasos previos a la proposicién
6.3.3. Supongamos también que para cada intervalo admisible [s,t] la subvariedad lagrangiana
Graph F{; ;) admite una funcién generatriz de segunda especie. Tenemos el siguiente

Teorema 6.7.2. Sean Sétkﬂ’t’“), k=0,...,N —1, funciones generatrices de sequnda especie. La

funcion definida por

N-1 N-1
t s
SEVI) (qo, o) = D S (g pran) — S ar (6.58)
k=0 k=1

donde qi, pp, 1 <k < N — 1, son puntos estacionarios de la parte derecha de (6.58), es decir,

8s(tk7tk71)
@ = 287])(%71’]%)’ 1<k<N-1, (6.59)
8s(tk+1:tk)

es una funcidén generatriz de seqgunda especie para F;, 4oy + My — My .

Demostracion. Se siguen los pasos del teorema 6.3.2. |

En consecuencia,

H

N—
Stv:to) (g, pn) = qnpn — Sét q ,DN) [Qk+1pk+1 Sé et )<Qk7pk+1)} (6.61)

k=0

Proposicién 6.7.3. Una funcion generatriz de sequnda especie para Fy, ;) viene dada por

t1

S an,pn) = pran — [ (p0)i(0) ~ H(a(0)p(0)

to

donde t — (q(t),p(t)) es una curva integral de las ecuaciones de Hamilton tal que q(to) = qo y
p(t1) = p1, para t suficientemente prézimo a t
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Demostracion. Se prueba de forma muy similar a 6.3.3. |

ét’o) (go,p1) entonces, es ficil de mostrar que (ver por ejemplo

Denotemos por Sa(t, qo,p1) =
[70])

Teorema 6.7.4 (Ecuacién de Hamilton-Jacobi para Ss). Si Sa(t,qo,p1) es una solucion de
la ecuacion en derivadas parciales

oS ON
2 (toqo,p) = H(t, 52(t,q0,p1),p1),  S2(0,40,p1) = qop1 (6.62)
ot Op1
9%S, o .
con det 9a00p # 0, entonces la aplicacion (qo,po) — (q1,p1) = (q(t),p(t)) definida por las
00p1

ecuaciones (6.57) es el flujo exacto del sistema hamiltoniano determinado por H.

Demostracidon. Considérense las ecuaciones

0S5
= =
Po 8qo( ;405 D1)
05
qaQ = 8]91 (ta qupl)

Diferenciando la primera ecuacién respecto de t, obtenemos que

928, 0255
= + t
dtoa0 " daoom PV

y usando la ecuacién de Hamilton-Jacobi

_0H 928, %5,

0 —_
99 |(t,q(t) p(2)) O900P1  Dqodp1

p(t),

OH
es decir, p = ——

dq
Diferenciando la segunda ecuacién de (6.57) y usando la ecuacién de Hamilton-Jacobi obtene-

maos:
, 925, 028, OH 828, OH 028,
q(t) = +rt) 55 = 5 —— + +p(t) 55 -
)= tap; TP Wt O (g o) OPT P [(ta(t)p(t)) 2 Op?

oH
Por lo tanto, ¢ = —. |
dp

6.7.3. Funciones generatrices de segunda especie y el problema de control 6pti-
mo discreto

De la proposicién 6.7.3 la siguiente funcién es una funcién generatriz de segunda especie para el
sistema hamiltoniano cosimpléctico (Fp, 7, ), que determina la dindmica del problema de control
6ptimo dado por (6.7) y (6.8) (ver la seccién 6.2):

S (g0, p1) = pras — / (Pt — Hyp (1 (1), p(1))) d (6.63)

to
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donde t — (t,q(t),p(t)) es la curva integral en Py del campo de vectores Xp,. Xp, es la tnica
solucién de la ecuacién

iXPOQ:dHIPo iXPOT]Zl

con (q(to), p(to)) = (qo,po) y (q(t1),p(t1)) = (q1,p1).

Ahora nos centramos en la construcciéon de un integrador numeérico para el sistema hamiltoniano
(Py,m, ) usando una aproximacién de la funcién generatriz. Como veremos, el método obtenido
realiza los pasos de integracién por transformaciones simplécticas. Se tratard por tanto de un
integrador simpléctico.

Tomemos primero un intervalo de tiempo fijo h =ty —tg, k=0,...,N — 1.

Supongamos que estamos trabajando con espacios vectoriales, y consideremos la siguiente a-
proximacion natural:

SH(k, Qry Pk+1) = Pri1Grr1 — hPrr (W) — RL(k, gk, Pr+1)

+hpr1 T (K, g, Prs1)

donde, por ejemplo, L(k, gy, pr11) = hLyp,(to+kh, g, Pe+1) ¥ T(k, qr, prt1) = Lip, (to+kh, qr, Pra1)-

Si denotamos por f(k, Kk, Pk+1) la funcién

Fk, i, o) = BT (K, i, Prs1) + ai (6.64)

entonces,

Sg(kanvpk-i-l) :pk-‘rlf(kaqkapk-i-l) - f/(kanvpk-i-l) = I;[(kaq]mpk—‘rl) .

Por lo tanto, las ecuaciones

oSk OH
Pr = qu(kuqukarl) = W(h%;?kﬂ)
(6.65)
DS} OH
= a3 ka ) =5 k? 9
Q1 8pk+1( Qe Ph41) 6pk+1( Qe Ph+1)

son exactamente (6.54) y (6.55) y la condicién de simplecticidad (6.56) para el problema de control
6ptimo discreto es ahora una consecuencia trivial de la construccién de la funcién generatriz.

Nota 6.7.5. También se pueden construir métodos numéricos simplécticos de orden superior;
por ejemplo, considerando mejores aproximaciones de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (6.62) (ver
[24] y sus referencias). Supongamos por simplicidad que el hamiltoniano es auténomo, es decir,
H = H(q,p). Expandamos primero la funcién generatriz Sa(t, qo, p1) como:

o
Sa(t, g0, p1) = qop1 + > _ t'Gi(qo, p1),
=1
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aplicando esta expresién a la ecuacién de Hamilton-Jacobi (6.62), y comparando potencias iguales
de t, obtenemos

Gl(Q07p1) - H(q()?pl)
1 /0H 0H
Golqo,p) = = (=
2((10 p1) 9 (8% 8p1A>
1 0*°H OH OH 0*H OH OH 0*H OH OH
Gs(q0,p1) = = S aB T BAai + 5B
6 \ Op140p1B 0q} Oqy ~ Op140qy O Opip  0qy0qy Op1a Op1B

Usando las series truncadas, obtenemos una funcién generatriz aproximada:

T
S5 (ks Pry1) = Gk - Prar + Y B Gilgr, pisa)
=1

que define un método simpléctico de orden r.

Otros enfoques son también posibles sin usar derivadas de orden superior del hamiltoniano
H, por ejemplo, métodos de Runge-Kutta simplécticos o métodos simplécticos particionados de
Runge-Kutta (ver [70, 144]).

6.8. Sistemas hamiltonianos discretos

En [48] Erbe y Yan han considerado sistemas hamiltonianos lineales discretos de la forma:

Ay(t) = B@)yt+1)+C(t)z(t)
Az(t) = —A@)y(t+1)— BT (t)2(t)

donde A, C son simétricas e I — B es inversible. Aqui Ay(t) = y(t+1) —y(t), Az(t) = z(t+1) — 2(¢)
d
ey,z € R

Este problema es un caso particular de los sistemas hamiltonianos discretos de la forma

Ay(t) = H.(ty(t+1),2(t)) (6.66)
Az(t) = —Hy(t,y(t+ 1), 2(t)) (6.67)

1 A(t) BT
donde H(t,y,z) = i(yT, 21) ( ng o é;) > < Zz/ > La simplecticidad del sistema hamiltoniano

lineal discreto ha sido exhaustivamente estudiada (ver por ejemplo [48] y sus referencias). La exis-
tencia de la correspondiente estructura simpléctica para sistemas hamiltonianos discretos no lineales
dados por (6.66) y (6.67) fue propuesta por Ahlbrandt como problema abierto ([2] y [151]).

Desde el punto de vista de la seccién 6.3, este problema se resuelve facilmente considerando
como funcién generatriz de segunda especie la siguiente:

Syt +1),2(0) = 20yt +1) = H(t,y(t+1),2(1) -
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Entonces, las ecuaciones (6.66) y (6.67) son precisamente

{ yt) = 20y +1),2(t)

At+1) = BTNyt +1),2(0)

lo cual garantiza la simplecticidad del sistema Hamiltoniano discreto. Para encontrar una trasfor-
macién candnica asociada a esta funcién generatriz, sélo es necesario imponer la condicién local

(ver [3]): i
2 olt+1,t
det (83;82@@ T 1>,z<t>>) 40

Entonces, en un entorno de un punto que satisfaga la condiciéon anterior, existe un simplectomor-

fismo definido por las ecuaciones (6.66) y (6.67).



CAPITULO [

Conclusiones. Trabajo futuro

Las ideas expuestas en esta tesis forman parte del ambicioso programa destinado a consagrar
a la geometria multisimpléctica como el marco natural de estudio de las ecuaciones de las teorias
clasicas de campos, de la misma forma que la geometria simpléctica lo es para la mecénica. Se han
introducido y descrito los conceptos de coordenadas de Darboux para geometria multisimpléctica,
asi como de simetrias, cantidades conservadas y triples de Tulczyjew. Finalmente, se ha desarrollado
un estudio preliminar de la geometria de los espacios de datos de Cauchy.

También se han descrito maneras de explotar las propiedades geométricas de estas ecuaciones
para producir mejores métodos numéricos, y en particular, el concepto de funcién generatriz. Para
ilustrar esto, se han propuesto dos casos (mecénica no holénoma y teoria de control éptimo), y se
han analizado los métodos propuestos, y comparado con otros métodos clasicos.

Concluyo este trabajo mencionando otros problemas abiertos y areas de estudio que se dejan
para trabajo futuro en este campo. Algunos de estos problemas estan siendo estudiados en la
actualidad por nuestro grupo o por otros investigadores.

En un primer grupo me gustaria mencionar la extensién de varios conceptos y objetos geométri-
cos bien conocidos de la geometria simpléctica a geometria multisimpléctica siempre que sea posible,
como el teorema de Hamilton-Jacobi, las funciones generatrices, el formalismo de Skinner y Rusk,
la teoria de control 6ptimo y la reduccién y reconstruccién de la dindmica, y sus relaciones con sus
contrapartidas infinito-dimensionales precosimplécticas en los espacios de datos de Cauchy.

En segundo lugar, el andlisis detallado de variedades de jets y teorias de campos de orden
superior, con el estudio de sus simetrias y cantidades conservadas, y la extension de las superficies
de Cauchy.

También seria interesante el estudio detallado de casos de las diversas teorias de campos, am-
pliando a sus particularidades, tales como las ecuaciones de fluidos y medios continuos, o la teoria
de la relatividad general.
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Finalmente, y en relacién a los métodos numéricos, el desarrollo de una nueva serie de métodos
numéricos para las teorias clasicas de campos basados en el concepto de funciones generatrices,
inspirados en los que hemos presentado en el ultimo capitulo, y comparados con los métodos
clasicos. Este tema se visita brevemente de forma esquemadtica en la siguiente seccién. También
seria interesante un estudio detallado de las propiedades numéricas de los métodos expuestos.

7.1. Meétodos numéricos en teorias clasicas de campos

El objeto de estudio consiste en aplicar los métodos basados en funciones generatrices descritos
en el capitulo anterior a la nocién de funcién generatriz para la forma presimpléctica QNh en Z*. Un
primer paso es verificar que las ideas propuestas en la seccién 6.3 se verifican para el caso infinito
dimensional. Esto nos permitira el diseno de integradores numéricos geométricos.

Supongamos que C' = [tg, t1] X M es un compacto de X. Con la teoria de superficies de Cauchy
desarrollada en el capitulo 5, se tiene la siguiente identificacién X = I. Por lo tanto, podemos
definir, para una seccién de 7 dada ¢, las aplicaciones ¢ := ¢otgy ¢1 :=dot; de Y =1 x Q, que
proyectan en puntos qg y ¢1 en (), respectivamente.

La curva ¢(t) = ¢ ot en Y proyecta en una curva c¢(t) en @ que une gy con ¢;. En particular,
tenemos que ¢(t,u) = c(t)(u).

Pero también sabemos que el flujo de la prolongacién 1-jet de un campo de vectores en Y
es la prolongacién 1-jet de su flujo, por lo que ¢(t) se eleva a una curva é(t) en T'Q, teniendo
un lagrangiano regular L, y usando el teorema de equivalencia de las ecuaciones de De Donder
en los enfoques finito e infinito dimensional, tenemos que ¢ es una solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange si y sélo si la curva en T'Q)

&(t)(u) = j'o(t,u)
es el flujo de una solucién de la ecuacién de evolucién en I x TQ asociada a L.

Por lo tanto, la accién se puede reescribir como sigue, usando el teorema de Fubini,

S() = / jlo L = &)L = &) (L)n
[t07t1]><M [to,t1]><M [to,tﬂ x M

- /[ oy M At = /[ » [ / L(é(t)(u))w} it
- /[ RZCOLEE TN

7.1.1. Métodos numéricos geométricos basados en funciones generatrices

Para implementar métodos numéricos simplécticos para teorias de campos, tenemos que comen-
zar con una apropiada discretizacién (en cierto sentido) de la integral de accion.

Definimos entonces una aproximacion adecuada de la integral de accién

S£t1,t0)(q0’q1) — S((b) — / ]1¢*£
[to,tl]XM
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por ejemplo (recordemos que vol(M) =1, y denotemos k = t; — tp),

Sc(ltl’tO)(qul) = kL(to, o, o ;qo)

(donde duponemos que @ es un espacio vectorial). La condicién de extremalidad en g; del teorema
6.3.2, en la cual

0= D28y (gr—1, @) + D18 (@r, qrgr), 1< k<N -1

se puede entonces releer en términos de la extremalidad de sus puntos imagen (qi,... ,q%) de
la integral de accion. Las ecuaciones resultantes expuestas arriba las llamaremos las ecuaciones
de Euler-Lagrange discretas para teorias de campos. En un futuro trabajo estudiaremos la
construcciéon de métodos numéricos para teorias clasicas de campos a partir de estas ecuaciones,
que relacionaremos con los resultados obtenidos en [128].
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